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1 Cadre

Soit X un alphabet totalement ordonné : X = {z; < ... <z, }. On étend cet ordre en l'ordre deglex
sur tout K(X) = V. L’ensemble X est donc une base de I'espace V et X est une base de V®2 via
I’ordre deglex

Soit R un ensemble de relations quadratiques sur V®2. On note E le sous-espace de V engendré par
R.

Soit A = A(X,R) = A(V, E). On note la projection canonique :

V—A
=T
2 Définition d’une algebre PBW

On considere I'ensemble
S = {(in, i) |7, ¢ Vect (T5,75,1(d1, j2) < (i1,i2))}
Remarque 1. Si le couple (i1,72) est dans ensemble S, alors z;, z;, = T, Tiy -

Lemme 1. La famille (z;,7;,) cs forme une base de V®?/E.

(i1,i2)

Démonstration. Commengons par montrer que la famille (Z7,73,) (i, ,i,)es est une famille libre de Ve2/E.
On se donne une combinaison linéaire nulle de ses éléments :

Z H(iy in)Tir Tig =0
(i1,i2)€S

Soit (j1,72) = max{(i1,i2) € S|ue, i) # 0} Comme par définition de I’ensemble S, Tj Z;, n’est pas
dans I'espace Vect (77, Ty, (i1,72) < (j1,J2)), on a nécessairement pour (i1, 42) < (j1,72) @ f(i,,ip) = 0 €t
H(r g2) = 0

On montre ensuite que la famille (%3, 23, ) 5, .ip)es est une famille génératrice de V®2/E. Soit v dans
Pespace V@V :
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Par conséquent, dans 'algebre A :
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Soit (k,1) = max{(i,j)|vi ;) # 0}. Il y a deux cas a distinguer.
Si (k,1) est dans ’ensemble S, alors on garde Zzz; dans la décomposition de @. Sinon, Tgz; se réécrit en
Z(a,b)<(k,l) §(a,b)TaTy- On réitere ce processus. Ce processus s’arréte bien et on obtient une décomposition

de 7 de la forme :
T= D V)T
(i,7)€S
O

Lemme 2. (Caractérisation de I’ensemble S) Une base de I'espace des relations F est formée par
les vecteurs Gria)
o, > QORI
(J1,J2)<(i1,i2) et (j1,j2)€S
ou (il,ig) S [[1,m]]2 \ S

Démonstration. Pour (i1,i2) € [1,m]?\ S, on prend )\gllfj)) tel que dans l'algebre A :

T — (.jla.jZ) - -
Ty Liy = E )‘(ihh)xhsz
(J1,d2)<(i1,i2) et (ji,j2)€S

Ceci est bien possible car par définition, si le couple (i1, i2) n’est pas dans ensemble S, alors T;, Z;, est
dans 'espace Vect (T5,%5,|(J1,42) < (i1,12)).
Cette famille est bien libre. On consideére une combinaison linéaire nulle dans V ® V' de ses éléments :

Z Foirio) | TirTiz — Z )‘Efi:zjj))$31%2 =0
(i1,i2)¢S (J1,d2)<(i1,i2) et (ji,j2)€S

Cette combinaison linéaire s’écrit également :

S i T i, — Y > Bk NP | 25,5, =0

(i1,i2)¢S (41,J2)€S \(J1,52)<(k1,k2) et (k1,k2)¢ES

Comme la famille (2, 75,) i, i,)e[1,m]? forme une base de V' ® V, on sait que chacun des coefficients de
cette somme est nul.

Par le lemme 1, on sait que dim(V/E) = card(S), et on sait également que dimV = m?2. Par
conséquent dimE = m? — card(S). Donc par égalité des dimension, cette famille est une base de E.

Il reste & montrer que cette propriété caractérise bien I’ensemble S.

Soit une base B de 'espace E dont les vecteurs sont de la forme

§ (J1.92)
Ly Lijy — A(il,iQ)lesz
(J1,d2)<(i1,i2)

ot (i1,i2) € S. L’ensemble S est un sous-ensemble de [1,m]. On pose S = [1,m] \ S. Par définition,
Iensemble S est bien :

S = {(i1,42)|Ti, T3, ¢ Vet (T5,75,(d1,52) < (i1,42))}

Par conséquent, & partir d’une telle base de ’espace E, on est capable de définir un ensemble S.
De plus, si on considere deux ensembles S; et Sy tels qu’ils définissent la méme base de 1'espace E,
on a nécessairement S; = Ss. O]

On pose ensuite pour n > 3

SO = 9

S = [1,m]

s@ = g

SM = {(i1,d, ey in)| (i1, 92), (i2,43), oy (in—1,in) € S}

Pour un n-uplet a = (i1, 42, ...,%p), ON NOtE Ty = X4, ... 25, .



Définition 1. Sila famille B = (24)4eu,. 5 forme une base de A, les vecteurs x, ..., 2., sont appelés
générateurs PBW et la base B est appelée base de PBW de A.

Définition 2. Une algebre est dite PBW si elle admet une base de PBW.

Remarque 2. On peut vérifier qu’'une telle famille est toujours génératrice de A. Il n’y a donc qu’a
vérifier qu’elle est libre.

Remarque 3. Pour un entier n, le n-uplet (iy,...,i,) est dans ’ensemble S(m) gi et seulement si,

iy oo, = Ty Ty, -

Théoréme 1. (Diamond Lemma for PBW) Si les monémes (z;,x,2,|(i1,i2,i3) € S®)) sont
linéairement indépendants dans A, alors les monémes (;, i, ...x;, | (i1, 42, ..., in) € S™) sont linéairement
indépendants dans A,, et alors (1, ...., Z,,) sont des générateurs PBW de A. Donc A est PBW.

Démonstration. Supposons que les monomes (;, 2,4, | (i1, 2, i3) € S©®)) soient linéairement indépendants
dans Ajs. On définit I'espace vectoriel libre :

T"(V)<a = Klzs|8 < @)

On a précédemment définit ’espace vectoriel

n—1
(B =) V' oI(B) Vet
k=1

On définit également I'espace vectoriel
n—1
I(E)%a = I(E)” N Tn(V)Sa — Z T”(V)Sa N (V@k—l ® I(E) ® V®’ﬂ—k:—l)
k=1

Commencons par montrer ’expression suivante de I’espace vectoriel I(E)%,, :

pel,m]* L ye[l,m]**powr1 <k<n-1
I(E)L, =K <xﬁf,,x7 fn =0 = sy ot ses Ays € 1(E) >
By <«

Nous allons maintenant montrer par induction sur a que les monomes (z5|3 € S™, 5 < a) sont
linéairement indépendants modulo I(E)%,. On rappelle que S et donc S sont totalement ordonnés,
ce qui justifie I'induction.

11 suffit de montrer que pour tout Sny = a = 8’7+, on a

n

TaYnTy — Tp Zy ity € I(E)Z,
OU Yy = finTy + D 5p ot ses H6Ts €6 2y = &y + 35 s o 51c5 EorTor- On obtient alors :

TEYnTy = Tp 2Ly = (fin = &y )Ta + Z HSTBLSLy — Z Eorpr 5Ly
o<n et €S §'<n’ et §'€S

Si les monomes (4, Tiy ..., |(i1, 02, ..., in) € S™)) sont linéairement indépendants dans A,, pour tout
n > 3, alors la famille B = (24)4eu, .50 est libre dans 'algebre A (car les relations sont homogenes),
donc (1, ...., &y, ) sont des générateurs PBW de A et A est PBW. O



3 Comparaison entre base PBW et bases de Grobner

Théoréme 2. Posons

j1:J S 2
G={ zi 2, — 3 AT 0w, | (ih,2) € [Lm]?\ S
(J1,d2)<(i1,i2) et (j1,j2)€S

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’algebre A est PBW,

2. L’ensemble G est une base de Grébner de I(E),

3. La relation de réécriture = est confluente.
Démonstration. Commencgons par montrer 1’équivalence entre 2 et 3. L’implication directe est donnée
par la définition d’'une base de Grobner. La réciproque est donnée par le lemme 2.

On montre ensuite que le point 1 implique le point 3. Pour cela, il suffit de montrer la confluence des
paires critiques. Donnons-nous un élément x;, z;,z;, de V=3 tel que

T — (.jla.jZ) A -
Ty Liy = E )‘(ihiz)xhxh
(J1,d2)<(i1,i2) et (ji,j2)€S

et ( )
—_— ko,kg) ———
TiyTiy = g )\(iwé) Thy Ths
(k2,k3)<(i2,i3) et (k2,k3)€S
Si cette paire critique n’est pas confluente, alors I’élément z;, x;,7;, a deux formes normales qu’on note
(en utilisant la remarque 3) :

Tj1 TipyLig = E : H(ayi,az,a3)TarLazLas
(a1,a2,a3)€S®)

= § &(b1,b2,b3) Tby Ty Toy
(b1,b2,b3)€S®)

On a donc dans V&3
Z (u(a17a27a3) - g((11#127!13))‘Tal‘T“TT“iS =0

(a1,a2,a3)€S®)
Comme I'algebre A est PBW, la famille B = (24) ey, - 50 est libre. Donc pour tout triplet (ay,az,a3) €
SB) ona:
M(a1,a2,a3) = (a1,az,as)
Par conséquent, les deux formes normales sont égales. D’ou la confluence de toutes les paires critiques.

Enfin, il reste & montrer que le point 2 implique le point 1. Si I’ensemble G est une base de Grobner,
alors toutes les paires critiques sont convergentes. On se donne la combinaison linéaire dans l’algebre A

Z H(iy ig,iz) Lis LizTig = 0

(i] K2 ,7:3)61

ot Z est un sous-ensemble non vide de S® tel que (s iz yig) 7 0 pour (i1, is,43) € Z car T C SB) On
sait qu’il existe (i1,142,43) et (j1,j2,J3) dans Pensemble 7 tels que i1 # j1 et (a1, aq,as3) et (b1, be, b3) dans
I’ensemble Z tels que ag # bs.

Soit (j1,j2,73) élément maximal de Z, on a alors la reégle de réécriture (minimale par la remarque
précédemment faite)

TjTjpTjy = Z £(i1,i27i3)xi1mi2xi3
(i1,in,i3) €T

Mais ceci est impossible car 'élément x;, x;,x,, est en forme normale (de plus, la forme de la base de
Grobner Pinterdirait).

Par conséquent les monomes (x4, 4,24, |(i1,i2,i3) € S©)) sont linéairement indépendants dans As.
Donc par le théoreme 1, I’algebre A est PBW. O



Remarque 4. Etant donnée une base de Grobner quadratique, le lemme 2 donne ’ensemble S, par
conséquent, on peut écrire la base G sous la forme demandée dans le théoreme 2. Par conséquent, a toute
base de Grobner quadratique on peut associer une base PBW, et réciproquement.

4 Comparaison entre base PBW et base X-canonique
On définit opérateur de X@-réduction U: V@V — V ® V par :

Ti, Tiy si (il,ig) es

(G192) . 0w
22 ga) < (insin) et (j1.j2)€S i sia) L1 Lo STHON

U(thh) = {

Pourn >3 et 1>1i>n—1, on définit 'opérateur U@ = idyei-1y QU @ idyem—i—1) : VO — V&,

Lemme 3. L’algebre A est PBW si, et seulement si, pour tout entier n > 3 et pour les indices
W1y eeens Uy J1y -y J1 t€ls que [1,n — 1] = {41, ..., i} et [1,n — 1] = {j1, ..., Ji}, on a:

U oy o o) =gl ogliz) o, oyl
Pemonsiratuo. (PEBERTES )
O

Lemme 4. On pose U; = U®idy et Uy = idy ®U. Ce sont des opérateurs de X ®)_réduction V&3 — V3,
L’algebre A est PBW si, et seulement si, (Uy, Uz) est confluent.

Démonstration. Supposons que 'algebre A est PBW. Par le lemme précédent, pour tout entier n, on
sait que :
UDoU@ o oy =pyr-Doyn=2, oylm.yen _,yon

En particulier, dans le cas n = 3, on obtient UyUs = UyUy, done (U, Us) est X-confluent.
Réciproquement, on considere 1'opérateur

U oyl o, oyl yen  yen

ou [1,n—1] = {i1,....,ix} et on suppose que (U1, Uz) est confluent. On commence par montrer que pour
tout i; et iy,
U tie) — G )

Plusieurs cas sont & considérer : les cas ol |j — k| > 2 et olt j = k sont directs. Si |j — k| = 1, le résultat
est donné par la confluence de (Uy, Us).

Par conséquent, il existe une permutation de (i1, ...., i) notée (i}, ....,4},) telle que ¢} < .... < 7. On a
par le résultat précédent :

U@ o pgli2) o o plin) — gt o plia) o o ylix)
De plus, comme UDUU) = yl) .
U o o, oUW =M oUP 6. oD

Donc par le lemme 3, on obtient que 1'algebre A est PBW. O

5 Koszulité

Théoréme 3. Si une algebre est PBW, alors elle est Koszul.

Démonstration. On a montré que si une algebre est PBW, alors elle admettait une base de Groébner
quadratique (théoréme 2). On sait également que si une algébre admet une base de Grébner quadratique,
alors elle est Koszul (par la résolution d’Anick). D’ou le résultat souhaité. O



6 Exemple
On étudie I'algebre
A= (z,ylzy —2?)

Plus particulierement, nous allons comparer les résultats obtenus pour deux ordres différents sur les
lettres, étendus en les ordres deglex correspondants.

6.1 Premier ordre

On se donne l'ordre sur les lettres < y, qu’on étend en 'ordre deglex < sur les mots.

Base de Grobner 11y a une unique relation zy = xx. Il n’y a pas de paires critiques et par conséquent,

la base de Grobner est :
G = {ry = 2%}

X-confluence On définit Popérateur S de X ®-confluence comme étant 'unique opérateur de noyau
ker(S) = K(zy — 22). On peut alors définir les opérateurs S; = S ® idy et So = idy ® S. On va calculer
leur défaut d’obstruction. On a donc :

ker(S1) = K(zyzr — 2% xy? — 2%y)
ker(Sp) = Kla?y —a°, yry — ya®)
ker(S1 A S2) = K2y — a3, yay — ya?, ayx — 22, xy® — 22y)

Les vecteurs dans la décomposition de ker(S; A Sz2) sont indépendants, par conséquent,
dszed(51 A 52) =4

On calcule maintenant la dimension de Red(S1) N Red(Ss).

Red(S) = K(2? yz,9°)

Red(S)) = K22, 2%y, ya?, yry, v’z v*)

Red(Sy) = K(a2 axyx, 2y?, y2?, vz, y°)
Red(S1) NRed(S2) K(2®, y2?, y*z, y°)

On a donc bien dimRed(S; A S2) = dim(Red(S1) N Red(S2)) et donc
Red(Sl N Sg) = Red(Sl) N Red(Sg)

L’algebre A est donc bien X-confluente, et sa base X-canonique est {z™y?|m >0 et p > 0}

Base PBW En reprenant les notations précédentes, on a © = 71 < z2 = y. On commence par
déterminer les ensembles S et S™ pour n > 3 :

S {(17 1)7 (27 1)7 (27 2)}
S = {(2,..,2,1,., D]k+l=net0<k<n}
k 1
En particulier, on peut expliciter pour n = 3 : S& = {(2,2,2),(2,2,1),(2,1,1),(1,1,1)}. Or I'en-
semble {y3, y2z, yz2, 23} est bien une base de Ajz. Par conséquent l'algebre A est PBW.

6.2 Second ordre

On se donne l'ordre sur les lettres y < x, qu'on étend en l'ordre deglex < sur les mots.



Base de Grobner La relation s'écrit xz = xy. Il y a une paire critique zzx

oy
TTY ——> TYY

e

[e %9

AN

Ty
On rajoute donc la régle zyz =2 zy?. Il y a alors deux nouvelles paires critiques : zzyz et zyzz
zryy s zyyy
TTYT
oy
TYYT

On rajoute donc la régle zy?z =% xy3. L’autre paire critique est confluente gréace a la régle ay. Il y a
alors de nouvelles paires critiques : zxyyzx, xyyrx, xyryyr et xyyryc.

zryyy 2L zyyyy

TTYYT

/

TYyyx

zyzyyy 2L wyyyyy

TYoy

N

LTYryyr

a3yyxr

/i

TYyyyx

On doit donc rajouter les régles zyix 22 xzy?* et xy*z =2 zy®. Les autres paires critiques sont alors
confluentes, mais on obtient de nouvelles paires critiques. En fait, on se rend compte que la base de
Grobner est infinie et est :

G = {zy"z "2 2yt n > 0}

Il apparait immédiatement que la base de Grobner n’est pas quadratique.

X-confluence Le noyau ne change pas par rapport au cas précédent ou x < y, par conséquent, on a
toujours dimRed(S1 A S2) = 4.

On calcule maintenant la dimension de Red(S1) N Red(S2).

Red(S) = K(zy,yz,y°)

Red(S)) = Klzyz,zy? yz?, yzy, v’z y°)

Red(S2) = K(z’y,yzy,zyz,y’z, xy*,y°)
Red(S1) NRed(S2) = K(yxy, zyx,y?z, 2y°,y°)

Le défaut de confluence est donc defc(S1, S2) = 1. L’algébre A n’est pas X-confluente avec cet ordre.



Base PBW En reprenant les notations précédentes, on a y = 1 < 92 = . Comme l'ordre des lettres
a changé, on a inversé les indices correspondants. On commence par déterminer les ensembles S et S :

S {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)}
S = {(1,1,2),(1,1,1),(1,2,1),(2,1,1),(2,1,2)}
Or l’ensemble@, 3, 7Ty, 2y2, Tyz} n'est pas libre dans Aj. En effet, comme on a la paire critique
TxTT, on a TYT = xy23.
Par conséquent l'algebre A n’admet pas de base PBW pour cet ordre.



