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Introduction

L’objet de ce travail est de montrer 'utilité et la pertinence des systemes de réécriture
dans I’étude de notions mathématiques, par exemple dans le calcul d’invariants et le calcul de
résolutions. Pour définir la cohomologie des algebres de lie, Koszul a développé la notion de
complexe de koszul dans [12]. Reprise ensuite par Priddy dans [18] pour étudier les algebres de
Steenrod, elle a donné la notion de koszulité. L’étude de la koszulité d’une algebre est devenue
depuis un probléme a part entiere. En effet, si une algebre est koszul, il est possible de calculer
sa cogebre duale, ce qui nous en donne une résolution. La koszulité fournit un modele minimal.
Il s’agit donc d’une description trés compacte.

PAR AILLEURS De plus, I’étude des invariants mathématiques permet de déduire des propriétés des systemes
de réécriture. Citons par exemple le théoréeme de %Eﬁi%ﬁgy&lzlequel si le troisieme groupe
d’homologie d’'un monoide n’est pas de type fini, alors il ne peut pas étre présenté par un
systeme de réécriture de mots convergent.

Dans cette étude, nous considérerons trois apgroches différentes au probléme de la koszulité,
qui donneront chacunes des propriété’gl Iszl%s%%ﬁals ges algebres afin de déterminer leur koszulité.
La premiere approche repose sur la présentation des algebres par les systémes de réécriture,
et s’appuie sur les travaux d’Anick. La deuxiéme approche considérée est celle de Berger et
repose sur la notion d’opérateurs de réduction et sur ’étude de leur confluence. La troisieme
approche est celle des bases de Poincaré-Bikhoff-Witt. Nous montrerons que ces approches, bien
que différentes, donnent des résultats similaires.

Pour toute cette étude, on travaille avec K un corps commutatif de caractéristique nulle.
Nous rappellerons des définitions et résultats fondamentaux des systéemes de réécriture dans
le premier chapitre. Un systéeme de réécriture abstrait est la donnée d’un ensemble V et d’une
relation binaire — sur V. Un résultat fondamental sur les systemes de réécriture 1bgﬁ CE LOCALE
le lemme de Newman : sous 'hypothése de terminaison du systeme de réécriture, laﬁroca e
confluence et la confluence correspondent. Le lemme de Newman permet d’obtenir des informa-
tions globales du systeme de réécriture a partir d’informations locales.
Un systeme de réécriture de mots est la donnée d’un alphabet X et d’'un ensemble R de
relations binaires sur X*. Les propriétés des systemes de réécriture de mots s’énoncent sur les
systémes de réécriture abstraits. A un systéme de réécriture de mots (X, R) correspond un
systéme de réécriture abstrait (X*,=-g) pour une certaine relation de réduction =pg. Nous
montrerons également que les systémes de réécriture de mots présentent les monoides.
La notion de systéme de réécriture linéaire est centrale dans cette étude. Un systéme de
réécriture linéaire est la donnée d’un alphabet X et d’un ensemble R de relations binaires sur
Palgebre libre K(X). On peut se restreindre au cas ou les systémes de réécriture linéaires sont
monomiaux et compatibles avec un ordre monomial. Le terme monomial signifie que 1’ensemble
R est un sous-ensemble de X* x K(X). L’hypothéese de compatibilité avec un ordre monomial
signifie que I'ordre va décroitre pour un certain ordre. Par systéme de réécriture linéaire, nous
entendons systeme de réécriture linéaire monomial compatible avec un ordre monomial. Les
propriétés des systemes de réécriture linéaire s’énoncent sur les systémes de réécriture abs-
traits. A un systéme de réécriture linéaire (X, R) correspond un systéme de réécriture abstrait
(K(X),=p) pour une certaine relation de réduction = . Nous montrerons également que les
systemes de réécriture linéaires présentent les algebres.
Nous introduirons ensuite la notion de base de Grobner d’un idéal. La notion de base de
Grobner est centrale dans la réécri . Elle correspond a la notion de présentation convergente
pour les algebres. Plus précisément, une base de Grébner d’un idéal est une famille génératrice
de cet idéal munie de propriétés qui s’interpretent en terme de confluence. Cette notion a été
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Dans lintroduction, mettre en emphase les
termes mathématiques importants qui
seront définis dans le texte.

introduite dans un cadre commutatif par Buchberger en 1965 dans [7]. Nous les étudierons dans
N ket

Le second chapitre correspond au point de vue d’Anick ( [1], [2] ). Cette approche repose sur
la construction des n-chaines (pour n > —1) d’un systéme de réécriture linéaire. Une n-chaine est
un mot qui correspond a la source d’un n-uplet critique d’une certaine forme. Nous présentons
le graphe d’Ufnarovski qui permet de les visualiser comme un chemin de longueur (n + 1) dans
ce graphe. C’est grace aux m-chalnes que nous pourrons construire la résolution d’Anick. La
résolution d’Anick est construite pour les algebres augmentées dont on a une pré%%%léc%ca%n par

St une
un systeme de réécriture linéaire convergent. Il s’agit d’une suite exacte de la fotrmg : . .
centrer delta 0 Suité de’ A-modules a droite

€

S 5
KGO A —5K(Cy 1) 9A — - —— K(Co) © A2 A K 0

ou C, représente I’ensemble des n-chaines, € est 'augmentation et les applications §, sont
construites par induction sur n. Nous étudierons ensuite la forme des applications de bord
dans la résolution d’Anick dans les cas des algébres monomiales.

_ .. cen'estpas un point de vue, mais des résultats A
Dans le troisiéme chapitre, nous exposerons le point de vue de Berger ([4], [5], [6]). Plutot

que de considérer des regles de réduction, on considere des opérateurs de réduction, qui corres-
pondent a des projections sur ’espace des termes réduits. Berger adopte ainsi un point de vue
proche des algebres. Nous introduirons également la notion de confluence a la Berger. On peut
mettre une structure de treillis sur ’ensemble des opérateurs de réduction, en étudiant leurs
noyaux. Il n’est pas toutefois possible de retrouver cette structure de treillis sur I’ensemble des
espace des termes réduits. La confluence des opérateurs permet de mesurer I’écart de I’ensemble
des espace des termes réduits a la structure de treillis des opérateurs de réduction. Nous mon-
trerons que la confluence des opérateurs correspond a la confluence au sens des systemes de
réécriture linéaires.

Nous étudierons plus particulierement le cas des algebres quadratiques. Dans le cadre des
algebres quadratiques, il est possible de définir la notion de base X-canonique. Une base X-
canonique est un ensemble de monoémes qui sont réduits par des opérateurs de réduction. Elle
forme une base de 'algebre considérée a condition d’avoir la confluence des opérateurs. Ces
notions sont introduites par Berger dans [4].

Nous introduirons la notion de koszulité et la notion de s-koszulité dans le quatriéme cha-
pitre. La koszulité est une propriété des algebres. La koszulité d’une algebre A correspond a une
information sur I’homologie du complexe P, @A K pour toute résolution projective du corps K
comme A-module. L’algebre A est de type koszul st Ces groupes d’homologie sont diagonaux,

C((?’g%_taa dire que le n-iéme groupe d’homologie est concentré en degré n. La notion de s-koszulité
est une générdlHAGIGH IR AGHI6n0d6 1eR281ité. Nous n’adopterons pas dans ce chapitre la dé-
finition originale. On pourra toutefois se référer a [14] pour d’autres définitions équivalentes de
la koszulité.

Dans le cinquiéme chapitre, nous appliquerons cela au cas des algebres quadratiques. Dans ce
cadre, nous pourrons définir la notion de base de Poincarré-Birkhoff-Witt. La base de Poincarré-
Birkhoff-Witt d’une algebre présentée par un systéme de réécriture linéaire (X, R) correspond a
I’ensemble des formes normales du systeéme de réécriture (X, R). Grace au travail préliminaire,
nous serons capable de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 0.0.1. Soit A(X, R) une algebre présentée par un systéme de réécriture (X, R). On
pose V l'espace vectoriel KX et E l'espace vectoriel KR. Les quatre propriétés suivantes sont

équivalentes : C'est quoi KX et KR ?
ne pas numéroter ce théoréme
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Ce n'est pas le systéme de réécriture qui admet une base de Grdbner, mais lidéal des relations

1. Le systéme de réécriture (X, R) admet une base de Grobner quadratique.

2. Les opérateurs S; = S ®@ idy et So = idy ® S ou opérateur S est défini par ker(S) = F
sont X-confluents.

3. L’algebre A admet une base X-canonique.
4. L’algebre A admet une base de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Si ces propriétés sont vérifiées, alors la base X-canonique et la base de Poincarré-Birkhoff-

Witt sont identiques et de plus ’algebre A est koszul.

Une des conséquences de ce théoreme est que les algébres monomiales quadratiques sont
koszul. Ce théoreme peut étre résumé dans le diagramme suivant

Priddy

Base PBW =———————— base de Grobner quadratiqueA b koszulité

Bachelin

mettre une virgule Berger
avant le oi; Base X-canonique X-confluence distributivité

et
supprimer
deuxiéme

. En effet, une base de Grobner de 'idéal engendré par R est obtenue comme l'ensemble
es termes f — f ou f n’est pas en forme normale et ou f est la décomposition de f dans la
Base de PBW. La base de Poincarré-BirkhofEWitt et la base X-canonique coincident. Pour
finir, considérer la X-confluence des opérateurs de réduction Sy et So revient a considérer la
dire ce que r eﬁ?@@@ﬁ%ﬁtdes paires de réduction dans le systeme de réécriture (X, R).
les opérations + &t istributivité est une propriété de ’algebre et correspond a la distributivité des opérations
+ et N 'une sur Pautre. Backelin a montré dans [8] que cette propriété était équivalente a la
koszulité dans le cas des algebres quadratiques. Pour montrer cela, on utilise le complexe de
Koszul koszul. L’exactitude du complexe d?aki%%m correspond a la koszulité de l'algebre. Les relations
a satisfaire pour montrer la distributivité apparaissent clairement dans le calcul de I'exactitude
du complexe d Ro&2lll. Crest la distributivité qui fait le lien entre la confluence définie par
Berger et la koszulité.
propriété de e n'est pas un propos dire ce qu'est une algébre s-homogéne
Nous ouvrirons ce propos aux algebres s-homogenes dans le sixieme et dernier chapitre. Nous
tacherons d’appliquer les approches par Anick et par Berger au cas des algébres s-homogenes.
En particulier, la seule distributivité ne suffit plus et Berger introduit dans [6] une condition
supplémentaire pour obtenir la koszulité des algebres considérées. Nous étudierons le cas des
algebres monomiales s-homogenes, ainsi que le cas des algebres convergentes s-homogenes en
utilisant la résolution d’Anick. Nous serons alors en mesure pour les algébres monomiales s-
homogenes et pour les algebres convergentes s-homogenes de formuler un critére qui correspond
au critere introduit par Berger. Ce critére de koszulité repose sur la longueur des n-chaines.
D’autres travaux tres récents ont été publiés sur le sujet, comme par exemple les travaux de
Green et Marcos [10], qui étudient la koszulité des algebres A (X, R) ou 'ensemble R est pur en

degré 2 et d. yir ce que veut dire pur en degré 2 et d
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Chapitre 1

Systemes de réécriture

pas de nouveau paragraphe
virgule avant etc apres réécriture

Ce chapitre est constitué de rappels pour le lecteur qui ne connait pas la réécriture.

Nous commencerons par définir les systémes de réécriture abstraits ainsi que certaines de
leurs propriétés (confluence, forme normale etc). Nous établirons également un résultat fon-
damental : le lemme de Newmann. Puis nous définirons les systémes de réécriture de mots.
Nous appliquerons les résultats établis pour les systémes de réécriture abstraits aux systémes
de réécriture de mots. Nous montrerons également qu’ils présentent les monoides. Ensuite nous
définirons les systemes de réécriture linéaires. Nous introduirons la notion d’ordre monomial.
Nous appliquerons également les résultats établis pour les systemes de réécriture abstraits aux
systemes de réécriture linéaires. Nous montrerons que les systémes de réécriture linéaires pré-
sentent les algebres. Enfin, nous définirons les bases de Grobner et nous donnerons l’algorithme
de Buchberger qui permet de les calculer.

ensuite,

1.1 Systeme de réécriture abstrait

1.1.1 Définition générale

On définit un systéme de réécriture abstrait comme étant la donnée d’un ensemble V et d’une
relation binaire — sur V . Etant donnés deux éléments a et b de V, a — b se lit « a se réduit (ou
se rééerit) en b ». A une telle relation —, on peut associer sa cloture réflexive et transitive —.
C’est la plus petite relation telle que pour tous éléments a, b et ¢ de V, les conditions suivantes
soient vérifiées :

1. sia — b, alors a = b,
2. a > a,
3.sia>bet b ¢, alors a— c.

On note = la cloture réflexive, transitive et symétrique de la relation —. Il s’agit d’une relation
d’équivalence.

1.1.2 Forme normale

On dit qu’un élément a de V est en forme normale, s’il n’existe pas d’élément b de V tel que
a —b.

Un systeme de réécriture (V, —) est dit normalisant, si chacun de ses éléments a au moins
une forme normale. C’est-a-dire que pour un élément a de V, il existe un élément b de V tel que
b soit en forme normale et a = b.
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Un systeme de réécriture (V, —) est dit fortement normalisant ou terminant, s’il n’existe
pas de suite infinie de réduction

ayp — a2 —» ... = Qp —> AQpt+1 —7 ...

Exemple 1.1.1. Considérons le systeme de réécriture (V,—) avec V = {z,y} et les deux
relations ¢ — y et y — x. Il n’existe pas de forme normale dans ce systeme.

Considérons maintenant le systéme de réécriture (V,—) avec V = {x,y,z} et les trois
relations * — y, y — x et £ — z. Seul 'élément z est en forme normale. Ce systéme est
normalisant, mais il n’est pas terminant.

Considérons ensuite le systeme de réécriture (V, —) avec V = {z,y, 2} et les deux relations
y — x et x — z. Seul I’élément z est en forme normale. Ce systéme est normalisant et terminant.

Considérons enfin le systeme de réécriture (V,—) avec V = {x,y, 2z} et les deux relations
xr — y et © — 2. Les deux éléments y et z sont en forme normale. Ce systéme est normalisant
et terminant.

1.1.3 Confluence

Un systeme de réécriture abstrait (V, —) est dit confluent s’il vérifie la propriété suivante :
étant donnés trois éléments a,b et ¢ de V tels que

S

Q

AN

il existe un élément d de V tel que

S

S8

e}

On obtient ainsi le diagramme de confluence :

/\

b\
/

On introduit également une autre notion de confluence. Un systeme de réécriture abstrait
(V, —) est dit localement confluent, s’il vérifie la propriété suivante : étant donnés trois éléments
a,bet cdeV tels que

S

S|

- A0

il existe un élément d de V tel que

(=

S8

@)



On obtient ainsi le diagramme de confluence :
a d
\, ‘ %gule avant alors que

La confluence est une propriété globale alors que la confluence locale est une propriété locale.

Exemple 1.1.2. On reprend les exemples précédents. Considérons le systéme de réécriture
(V,—) avec V = {z,y} et les deux relations x — y et y — x. Ce systéme est confluent et
localement confluent.

Considérons maintenant le systéme de réécriture (V,—) avec V = {x,y,z} et les trois
relations ¢ — y, y — x et z — 2. Ce systeme est confluent et localement confluent.

Considérons ensuite le systeme de réécriture (V, —) avec V = {z,y, z} et les deux relations
y — x et © — z. Ce systéme est confluent et localement confluent.

Considérons enfin le systeme de réécriture (V,—) avec V = {x,y, 2z} et les deux relations
x — y et x — z. Ce systéme n’est pas confluent, ni localement confluent.

Nous allons relier ces deux notions de confluence. Toutefois, ces deux propriétés ne sont pas
équivalentes, ce que nous allons montrer par un contre-exemple.

Remarque 1.1.1. Il apparait immédiatement par les définitions que nous avons données qu’un
systéeme de réécriture abstrait confluent est localement confluent.

La réciproque de cette remarque est fausse en général, ainsi que nous le montre le contre-
exemple suivant.

Exemple 1.1.3. Considérons le systeme de réécriture (V,—) avec V = {x,y, z,t} et les quatre
relations x — y, y — x, x — z et y — t. Ce systéme est non confluent mais localement confluent.
Ce systeme de réécriture n’est pas confluent. En effet, considérons

z

/’
S

Il n’existe aucune réduction a partir de z, ni de t. On ne peut donc pas obtenir de diagramme de
confluence a partir de ces deux réductions. Par contre, ce systeme est bien localement confluent.
Il faut vérifier pour toutes les paires de réductions qu’on peut construire un diagramme de
confluence. Par exemple, on doit considérer :

T

z

\ ,
On obtient le diagramme de confluence :

x\y%x/z

Ce systeme de réécriture abstrait est donc localement confluent, mais non confluent.

x
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Newman a toutefois établi le lemme suivant dans [16].

Lemme 1.1.1. (Newman) Soit un systéme de réécriture abstrait terminant (V, —). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1. le systéme de réécriture (V,—) est confluent,

2. le systeéme de réécriture (V, —) est localement confluent.

Démonstration. Le sens direct correspond & la remarque précédente.

Réciproquement, on considére un systéme de réécriture abstrait (V, —) localement confluent.
On se donne trois éléments a,b et ¢ de V tels que b < a = ¢. Comme le systéme de réécriture
est terminant, cela signifie qu’il existe deux suites finies de réductions :

A REVOIR
a=by—=>br—..—>b =bet sortir le et de I'équation

a=c—C —7..—>C=C¢C

Nous allons montrer par induction sur 7 + j qu’il existe un diagramme de confluence

ST
Nt

Sii+j =0, alors a = b = ¢, il suffit de prendre d = a et on obtient le diagramme de
confluence souhaité.
Sinon, on peut supposer que ¢ > j. Par induction, on a le diagramme de confluence :

JE NE COMPRENDS PAS

/ \ CE QUE VOUS FAITES
\_) / Je vous invite & regarder la preuve

dans le Baader et Nipkow (lemme 2.7.2)
Il existe donc une suite finie de réductions

bi—l = d() —dy = ...~ dk =d.
Par confluence du systeme de réécriture, on peut alors construire une suite de réductions
bi:eoﬁelﬁ...ﬁek

qui donne le diagramme de confluence :

bi—1 = do dq dp,
bi =e€p €1 ek
En prenant d = e, on obtient le diagramme de confluence souhaité. O

Le lemme de Newman permet de déduire des informations globales du systéme a partir
d’informations locales. La confluence locale est une propriété aisée a vérifier, car elle suppose
qu’on ne s’intéresse qu’a une étape de réduction a la fois. La confluence au contraire est une
propriété difficile a vérifier car elle suppose qu’on s’intéresse a toutes les réductions possibles,
quel que soit le nombre d’étapes.
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1.1.4 Lien entre forme normale et confluence

Lemme 1.1.2. Dans un systéme de réécriture abstrait confluent, tout élément admet au plus
une forme normale.

Démonstration. Donnons-nous un systeme de réécriture abstrait (V, —) confluent. Supposons
que I'élément a de V aient deux formes normales z et y. Par la confluence du systéme de
réécriture abstrait, on sait qu’il existe un élément z de V tel que :

i me semble que c'est ait * T *
et non pas aient / \
a z
\*\> y /*

Comme I’élément x est en forme normale, il n’existe pas d’élément ¢ de V tel que x — t. Comme
. . * , . . . . ,

on doit avoir x — z, on a alors nécessairement z = x. De facon similaire, z = y. Par conséquent

x = y. L’élément a a donc une unique forme normale. O

Lemme 1.1.3. Soit un systéme de réécriture abstrait (V, —). Le systéme (), —) est confluent
et normalisant si, et seulement si, tout élément de V a exactement une forme normale.

Démonstration. Par définition, un élément d’un systéme de réécriture abstrait normalisant ad-
met au moins une forme normale. On a montré qu’un élément d’un systéme de réécriture abstrait
confluent admet au plus une forme normale. Ceci prouve I'implication directe.

Montrons la réciproque. Si tout élément a exactement une forme normale, par définition,
le systéme de réécriture abstrait est normalisant. Il reste & montrer que le systeme est bien
confluent. Pour cela, on suppose qu'’il existe trois éléments a, b, c de V tels que

b

/Y

mais qu’il n’existe pas d’élement d de V tel que

b

AL/

Cc

En particulier les éléments b et ¢ n’ont pas la méme forme normale. Notons b et ¢ leurs
formes normales respectives. On a donc par transitivité a —» beta-> ¢, ou b et ¢ sont en
forme normale. Cela signifie que 1’élément a a deux formes normales, ce qui est impossible par
hypothese. O

Corollaire 1.1.1. Soit un systéme de réécriture abstrait (V, —) confluent et normalisant. Si z
et y sont deux éléments de V tels que 2 = y, alors les éléments z et y ont méme forme normale.

Corollaire 1.1.2. Soit un systéme de réécriture abstrait (1, —) confluent et normalisant. Deux
éléments x et y de V ont méme forme normale si, et seulement si, x = y.

Démonstration. Le sens direct est immédiat.
La réciproque se démontre par récurrence sur le nombre d’étapes de réduction entre les
éléments x et y. O


p
il me semble que c'est ait
et non pas aient

p



Lemme 1.1.4. Soit un systéme de réécriture abstrait terminant (V, —). Ce systéme est confluent
si, et seulement si, tout élément de V a exactement une forme normale.

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence immédiate des lemmes 1.1.1 et 1.1.3 O

1.2 Systeme de réécriture de mots

1.2.1 Définitions préliminaires

Etant donné un alphabet X = {z1,...,2,}, on note X* le monoide libre engendré par X,
il correspond aux mots sur 'alphabet X avec comme opération la concaténation de mots.
L’identité de X* est le mot vide noté 1.

Définition 1.2.1. Un systéme de réécriture de mots est la donnée d’un alphabet X et d’un
ensemble de relations R C X* x X*.

On peut associer au systeme de réécriture de mots (X, R) la relation de réduction =g
définie de la facon suivante : si w et w’ sont deux mots dans X*, on dit que w se réduit en w’
par R s’il existe deux mots u et v dans X* et o = (I, r) dans ’ensemble R tels que :

plus d'espace
w = ulv, w' = urv aprés
On le note ulv == urv. @ virgu!e e\t me_ttre
un point a la fin

Au systeme de réécriture de mots (X, R), on peut associer un systéme de réécriture abstrait
(X*,=>R). Les propriétés sur le systéme de réécriture de mots (X, R) s’énoncent sur le systéme
de réécriture abstrait (X*,==p). On peut donc également définir la cloture réflexive transitive

* . , . . . . s 7 s .
—>p de la relation de réduction = ainsi que les notions précédemment définies.

Définition 1.2.2. Un systéme de réécriture de mots (X, R) est dit réduit si pour toute relation
(I,7) dans I'ensemble R, il n’existe pas de relation (I’,7’) dans 'ensemble R\ {(I,7)} tel que I
s’écrit comme ul’v et le mot r est en forme normale pour = g.

Définition 1.2.3. Un mot w dans X™* est en forme normale, si on ne peut pas le réduire par la
relation = g. Autrement dit, pour chacun de ses sous-mots w’, il n’existe pas de mot w” dans
X* tel que la paire (w',w”) soit dans I’ensemble des relations R.

Définition 1.2.4. Un systeme de réécriture de mots (X, R) est confluent, si le systeme de
réécriture abstrait (X*,=>p) est confluent. C’est-a-dire que pour tout mot w de X* qui se
rééerit par la relation de réduction == en les mots wy et wo, il existe un mot z, tel que les
mots wy et wo se réécrivent par la relation de réduction = r en le mot z. On a le diagramme
de confluence :

=
w z
e
Définition 1.2.5. Un systeme de réécriture de mots (X, R) est localement confluent, si le

systéme de réécriture abstrait (X*, =>p) est localement confluent. C’est-a-dire que pour tout
mot w de X™* qui se réécrit par la relation de réduction = en les mots w; et ws, il existe un
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2 . . ’ . *
mot z, tel que les mots wy et wo se réécrivent par la relation de réduction =g en le mot z.
On a le diagramme de confluence :

/ w1 \*
w z
\ s /*
Définition 1.2.6. Un systéme de réécriture de mots (X, R) est terminant si le systéme de
réécriture abstrait (X*,==p) est terminant. On dit qu'un systeme de réécriture de mots est
convergent s’il est a la fois terminant et confluent.

1.2.2 Paires de réduction

Soit (X, R) un systeme de réécriture de mots.

Définition 1.2.7. Une paire de réduction est la donnée de deux réductions z = y et 2 = z
ou z,y et z sont des mots sur l’alphabet X. On la note (a1, a2) et on appelle le mot = source
de la paire (a1, a2). On confond les paires de réduction (aq,a2) et (ag, a1).

Définition 1.2.8. On dit qu’une telle paire de réduction est confluente, s’il existe un mot ¢ tel
quey:*>Rtetz:*>Rt.

Par définition, le systéme de réécriture de mot (X, R) est localement confluent si, et seule-
ment si, toutes les paires de réductions sont confluentes pour la relation = p.

1.2.3 Types de paires de réduction

On considére un systéme de réécriture de mots (X, R). Il existe plusieurs types de paires de
réduction :

1. Cas asphérique : elles sont de la forme (m == n,m == n). Une telle paire est bien

entendu confluente :
i —

«

2. Paire de Peiffer : une paire de Peiffer est de la forme (uv == u'v, uv P ) ot u == o/

et v :’8> v'. Une telle paire est bien entendu confluente :
~
u'v

3. Branchement de superposition : les branchements de superposition sont les autres paires
de réduction.

sy

/

/
uv
%
uv
k\ ,
uv



Les branchements de superposition sont de deux formes :

V avb

N [e%
ouu = v, et

N [ / B /
ou vw — w' et uwv = u'.

On peut définir un ordre partiel sur les paires de réduction, qu’on note <. Pour toutes les
paires de réduction («, ), on a :

(a, B) = (wrwa, wy fws)

ou w1 et wg sont deux mots de X*.
On appelle paire critigue un branchement de superposition minimal pour ’ordre <.

Lemme 1.2.1. Dans un systéeme de réécriture de mots, toutes les paires de réduction sont
confluentes si, et seulement si, toutes les paires critiques sont confluentes.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe de ’énumération faite précédemment
des différents types de paires de réduction qui existent. Tout d’abord, "implication indirecte est
immédiate.

Montrons I'implication directe. On a vu que les paires de réduction sont confluentes dans le
cas asphérique et dans le cas Peiffer. Il reste donc a montrer que les branchements de superpo-
sition sont confluents. Dans le cadre d’un systéme de réécriture de mots, les seuls branchements
de superposition qui existent sont les paires critiques et les paires critiques dans un contexte.
De plus, si les paires critiques sont confluentes, alors les paires critiques dans un contexte sont
confluentes. Ceci démontre 1’équivalence. O

Corollaire 1.2.1. Un systeme de réécriture de mots terminant est confluent si, et seulement
si, toutes les paires critiques sont convergentes.

1.2.4 Présentation de monoides

Soit un systeme de réécriture de mots (X, R). On note =g la cloture transitive, réflexive et

symétrique de la relation de réécriture £ On peut alors définir le monoide quotient
M = X*/ =R -

On dit que le systéme de réécriture de mots (X, R) présente le monoide M.
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Réciproquement, on peut associer a tout monoide une telle présentation et donc lui associer
un systeme de réécriture. Soit M un monoide. On définit X comme ’ensemble des éléments du
monoide M. On pose

R = {u.v = wvlu,v € M}.

On peut ensuite orienter les relations dans R’ :
R = {(u.v,uv)|u,v € M}.

On a défini un systéme de réécriture de mots (X, R) qui présente le monoide M. On appelle
présentation standard du monoide M.
On renvoie a [13] pour plus de détails.

Définition 1.2.9. On dit que deux systémes de réécriture de mots sont équivalents s’ils pré-
sentent le méme monoide.

Proposition 1.2.1. Tout systéme de réécriture de mots convergent est équivalent a un systeme
de réécriture de mots convergent réduit.
1.3 Systeme de réécriture linéaire

1.3.1 Remarques générales sur les algebres

Rappelons quelques définitions. On renvoie vers [15].

Définition 1.3.1. Une algebre A est un K-module A muni de deux morphismes de K-modules
m:ARA—>A e e:K— A

tel que les deux diagrammes suivants soient commutatifs :

ADADA 2™ S AgA
m®1l lm
A®A m A

et :
KA ——A—"A®K

e®1l J{l@e

A®Am4>A(7mA®A

ou 1 est 'unité. Le premier diagramme est le diagramme d’associativité et le second est le
diagramme d’unité.

En notant xy = m(x ®y) pour tous les éléments x et y de l'algebre A, I'associativité s’écrit :
2(yz) = (vy)z
pour tous éléments x,y et z de 'algebre A. De méme, 'unité s’écrit :
lr=xl==x

pour tout élément x de l'algebre A.
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Définition 1.3.2. Soit X un ensemble. On définit 1'algébre libre sur X, notée K(X), comme
étant l'algebre qui vérifie la propriété universelle suivante. Il existe une application ¢ : X — K(X)
telle que, pour toute algebre A, toute application X — A peut étre factorisée d’une unique

facon : dire que la fleche en pointillés
X — A est un morphisme d'algébre.
o Je vous invite a voir la formulation en 1.1.2 du
LJ = Loday-Vallette. En particulier, il font une
K(X) remarque a la fin de la section que vous pourriez
remprendre.

On peut expliciter la définition d’algebre libre & n générateurs xy, ..., z,, notée K{z, ..., x,),
comme étant la plus petite algebre au sens de l'inclusion telle que :

— les éléments x1, ..., z, sont dans l'algebre K(z1, ..., z,).

— Toute combinaison linéaire d’éléments dans K(z1, ..., z,) est dans l'algebre K(z1, ..., zy).

— Tout produit d’éléments dans K(xy, ..., z,) est dans Palgebre K(z1, ..., x,).

Pour un espace vectoriel V', on note T'(V') l'algebre tensorielle engendrée par V' :

T(V)=ve"
neN

On peut voir 'algebre libre engendrée par un alphabet X comme ’espace vectoriel de base
les monomes du monoide libre X*.

K(X) T(KX) ~ KX* ~ @ Kw
weX*

ou KX™* désigne 'espace vectoriel engendré par le monoide X*.

1.3.2 Ordres monomiaux

Définition 1.3.3. Un ordre monomial est un bon ordre < sur X* compatible avec le produit
associatif. Il vérifie donc les deux propriétés suivantes.

1. Il n’existe pas de séquence infinie strictement décroissante.

2. Soient m7 et msy deux monomes de X™* tels que mq < mg, alors pour tous monoémes m et

n de X*, on a mmin < mmen.

Nous allons définir deux ordres monomiaux. Donnons nous un alphabet totalement ordonné :
X={x1<za<...<mp}
On définit I'ordre lexicographique <je, comme étant I’ordre défini sur les monomes :

. . T < Zj
Tiy - Tiy <lex Tj,..-Tj, siet seulement si
ou x; = Tj et Tiy... i, <yex Tjy.-- Ty

et pour tout monémes m, 1 <jo; M.

On définit ’ordre deglex <gegie; comme étant 'ordre sur les monomes :

a<b

Tiy o Tiy <deglex Tjp---Tj, Si et seulement si
oua=>bet z; .. <jex Tj ...T;

b

Remarque 1.3.1. Il apparait immédiatement que ces deux ordres monomiaux correspondent
sur les monoémes de méme longueur : pour tous les monémes m; et mo de méme longueur,

my <jep M2 si, et seulement si, My <gegier M2-
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Exemple 1.3.1. Illustrons les similitudes et différences de ces deux ordres monomiaux sur un
exemple. Donnons-nous un alphabet totalement ordonné X = {z < y}, nous allons ordonner
les monomes de longueur inférieure ou égale & 3 sur cet alphabet. Avec 'ordre lexicographique,
on obtient :

l<z<zr<zrr <zrxy <oy < zyr < zyy < y < yr < yrx < yzy < yy < yyr < yyy
Avec 'ordre deglex, on obtient :
l<zrz<y<zr <oy <yr <yy < zzxr < zzy < zyr < zyy < yrxr < yry < yyr < yyy

Définition 1.3.4. Considérons un élément w de lalgébre K(X). Il peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de mondmes :
w = Z )\imi

i€l
ou I est un ensemble d’indice et pour tout i € I, m; est un mondéme dans X* et \; est un
scalaire non nul. Soit < un ordre monomial. Le mondéme dominant du terme w pour l'ordre
< est Ajm; tel que, pour tout indice i € I et i # j, m; < m;. On le note LT (w). On note
également H(w) = mj et HC(w) = \;, de sorte que le monéme dominant s’écrit

LT (w) = HC(w)H (w).

On définit également le reste
R(w) =w — LT (w).

On peut également étendre un ordre monomial en un ordre partiel sur ’ensemble des termes
K(X).

Soit X un alphabet. Soit < un ordre monomial sur X*. Soient f et g deux éléments non
nuls de K(X). On étend 'ordre < sur 'algebre K(X) par

f>gst H(f) > H(g) ou (H(f) = H(g) et R(f) > R(g))

Proposition 1.3.1. L’ordre monomial sur X* étendu sur l'algebre libre K(X) est un ordre
bien-fondé.

1.3.3 Systémes de réécriture linéaire

On a besoin d’étendre les systémes de réécriture de mots a des combinaisons linéaires de la
forme > a;m; ou les coefficients «; sont dans le corps K et les m; sont des monomes.

Définition 1.3.5. Un systéme de réécriture linéaire est la donnée d’un alphabet X et d’un
ensemble de relations R inclus dans K(X) x K(X). On lui associe la relation de réécriture =g
définie de la fagon suivante : étant donnés deux éléments w et w’ dans K(X), on dit que I’élément
w se réduit en I'élément w’ et on le note w = w’ §’il existe une décomposition de w et une
décomposition de w’ :

w=Imfn+g et w =Imfn+g

ot m et n sont deux monoémes dans X*, ot A est un scalaire et ou f, f’ et g sont des éléments de
K(X) tels que (f, f’) soit dans I’ensemble des relations R. On le note w M W ot = (f, 1.

Au systéme de réécriture linéaire (X, R), on associe le systéme de réécriture
abstrait (K(X),=r).
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Définition 1.3.6. Un systéme de réécriture linéaire monomial (X, R) est un systéme de réécri-
ture linéaire qui vérifie la condition supplémentaire suivante :

R est un sous-ensemble de X™ x K(X).

Remarque 1.3.2. La définition de systéme de réécriture linéaire monomial pose probleme a
priori. On considere le systéme de réécriture linéaire monomial (X, R). Prenons une regle de
réduction entre deux mondémes m et m’ : m == m’, on peut alors I'appliquer avec le contexte
"(m +m’) —.". On obtient alors m’ = m. Ce qui empéche le sytéme de réécriture abstrait
(K(X),=p) d’étre terminant.

Définition 1.3.7. Un systéme de réécriture linéaire monomial compatible avec un ordre mo-
nomial < est un ystéme de réécriture linéaire monomial (X, R) qui vérifie la condition supplé-
mentaire suivante : soit m un monoéme de X* et soit f un élément de K(X) tel que, pour toute
relation (m, f) dans R, m > [t(f).

Remarque 1.3.3. Nous avons montré qu’un systéme de réécriture linéaire monomial n’est
pas nécessairement terminant. Au contraire, un systéme de réécriture (X, R) linéaire mono-
mial compatible avec un ordre monomial < est forcément terminant. En effet, on peut étendre
I'ordre monomial < en un ordre partiel bien fondé sur l'algebre libre K(X). Par définition d'un
ordre bien-fondé, il n’existe pas de suite infinie décroissante d’éléments de I'algebre K(X). Cela
correspond a la terminaison du sytéme de réécriture abastrait (K(X), =p).

Définition 1.3.8. Un systéme de réécriture linéaire monomial (X, R) est dit réduit si pour toute
relation (I,r) dans I'ensemble R, il n’existe pas de relation (I,7') dans 'ensemble R\ {(I,7)}
tel que [ s’écrit comme ul’v et le mot r est en forme normale pour = g.

On peut distinguer les différentes paires de réduction qui existent dans un systéme de ré-
écriture linéaire monomial compatible avec un ordre monomial : on définit de méme que dans le
cas des systemes de réécriture de mots : cas asphérique, paire de Peiffer. Il faut toutefois ajouter
les paires des Peiffer additives qui sont de la forme :

f'+g

O‘JF/ Les réductions sont des 2-cellules.

f+g

ot f == fletyg % g'. Les paires de Peiffer additives sont confluentes :
!/
« _|_/, ['+g %‘B
fg I idem
\ a+g
f+5
f+dg

De méme que dans le cas des systemes de réécriture de mots, les branchements de superposition
sont les autres paires de réduction. On définit également de fagon similaire la notion de paire
critique.
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On peut reprendre les notions de confluence et de confluence locale définis précédemment
dans le cadre des systemes de réécriture monomiaux linéaires compatibles avec un ordre mono-
mial. Les propriétés vues précédemment restent valables. Un systéme de réécriture monomial
linéaire compatible avec un ordre monomial est toujours terminant, donc pour avoir la confluence
d’un tel systeme de réécriture, il faut et il suffit d’avoir la confluence locale par le lemme de
Newmann. Il suffit donc d’étudier la confluence des paires critiques pour avoir la confluence
d’un systeme de réécriture monomial linéaire compatible avec un ordre monomial.

Lemme 1.3.1. (lemme du Diamant) Soit (X, R) un systéme de réécriture monomial linéaire
compatible avec un ordre monomial Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. le systeme de réécriture (X, R) est confluent.
2. les paires critiques du systeme de réécriture (X, R) sont confluentes.
3. tous les mots de I'algebre K(X) ont une unique forme normale.
Démonstration. Le lemme de Newmann donne ’équivalence entre les deux premiers points.
On a montré qu’'un systéme de réécriture abstrait est confluent si, et seulement si, chacun

de ses éléments a une unique forme normale. Ceci montre ’équivalence entre le premier point
et le troisieme point. O

On appellera désormais systeme de réécriture linéaire un systéme de réécriture monomial
linéaire compatible avec un ordre monomial sauf mention explicite du contraire.
1.3.4 Présentation d’algebres

Soit X un ensemble totalement ordonné. Soit R’ un sous-ensemble de K(X). On dit qu'une
algébre A est présentée par générateurs X et relations R’ si
A = K(X)/I(R),

ou I(R') désigne l'idéal de K(X) engendré par R'. On note A = (X, R').
Soit < un ordre monomial sur X*. Toute relation f dans R’ peut également s’écrire de la
forme (m,r) ot m est dans X™ et tel que m > H(r). En effet, il suffit de poser

m=H(f) et r= R(f).

HC(f)

On appelle R I'ensemble des couples obtenus ainsi. Par conséquent, a une algebre A présentée
par générateurs X et relations R’, on peut associer un systéme de réécriture linéaire (X, R). On
dit que le systéme de réécriture linéaire (X, R) présente l'algébre A.

Réciproquement, si on dispose d’'un systéme de réécriture linéaire (X, R), on définit 1’idéal
engendré par R comme étant I'idéal I(R') ou

R ={l-r]|(r)eR}
On note <%> la cloture réflexive transitive et symétrique que la relation de réécriture 7;.
Proposition 1.3.2. Pour tous éléments f et g de K(X) :
f %} g si, et seulement si,f — g € I(R). manque des espaces

En conséquence,
I(R) = {f € K(X) | f >0},
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Par la proposition précédente, le systeme de réécriture linéaire (X, R) présente 1’algebre
A = K(X)/I(R)

On note A(X, R).
Il existe une autre fagon équivalente de travailler sur une algebre A(X, R). Pour un espace
vectoriel V', on désigne par T'(V') I'algebre tensorielle engendrée par V. On définit ’ensemble

R ={l-r]|(r)eR}

On définit V l'espace vectoriel engendré par X et E le sous-espace de T(V) engendré par R'.
On note cette algebre A(V, E) On a alors

A = T(V)/I(B) = T(KX)/I(R) = K(X)/I(R).

Définition 1.3.9. Deux systemes de réécriture linéaires sont dits équivalents s’ils présentent
la méme algebre.

Proposition 1.3.3. Tout systeme de réécriture linéaire convergent est équivalent & un systeme
de réécriture linéaire convergent et réduit.

1.4 Bases de Grobner

Les bases de Grobner sont des afmilles génératrices d’idéaux et correspondent a la notion
de confluence pour les systémes de réécriture. Elles permettent de travailler sur les algebres au
moyen de systéemes de réécriture linéaires convergents. Il s’agit donc d’une notion centrale dans
cette étude. Les bases de Grobner ont d’abord été étudiées dans le cas commutatif et de nom-
breuses introductions aux bases de Grobner (comme [3]) se concentrent sur le cas commutatif.

Dans le cas non-commutatif, I'idée générale reste la méme que dans le cas commutatif. Nous
allons définir les bases de Grobner dans le cas non commutatif. On pourra se référer a [21].

On définit I’alphabet

X ={z1,...,xn}

On se fixe pour la suite un ordre monomial < (cf définition 1.3.3).

Définition 1.4.1. Soit f un terme unitaire. On a alors f = H(f) + R(f).
Le terme f induit une relation de réduction =y sur l'algebre K(z1,...,z,) défini de la fagcon
suivante. Pour g et ¢’ deux termes de K(z1, ..., ), on dit que g se réduit en ¢’ par =, si
1. le polynéme ¢ contient un mondéme m de coefficient a # 0,
2. il existe deux monoémes m’ et m” tels que m = m’'.H(f).m",
3.ona:g =g—am.fm”.
On note alors g =¢ ¢'. Si F' = {f1,..., fr} est un ensemble fini de termes unitaires, on peut
définir la relation de réduction = p induite par F' comme :

k
=r=J ="
=1

Définition 1.4.2. Soit J un idéal de lalgebre des polynomes K(x1, ..., x,).
La relation d’équivalence = induite par I'idéal J est définie par :

f=7gsif—gestdans I'idéal J

18



Proposition 1.4.1. Soit F' = {f1, ..., fx} un ensemble fini de termes unitaires et soit J = (f1, ..., fx)
I'idéal engendré par fi, ..., f.

La relation de réduction = est terminante.

Si la relation de réduction =g est de plus confluente, alors la relation d’équivalence =; est
décidable.

C’est cette propriété qui justifie I'utilisation des systémes de réécriture pour 1’étude des
algebres.

Définition 1.4.3. Soit G = {f1, ..., fr} un ensemble fini de termes unitaires.

Alors, G est une base de Grobner de I'idéal J, sil’idéal J est engendré par les polynémes f1, ..., fx
et la relation de réduction = est confluente. Si de plus aucun sous-ensemble de GG n’est une
base de Grobner, alors G est une base de Grébner réduite.

Dans la suite du document, par « base de Grébner »on entend « base de Grobner réduite ».

Etant donnés un ensemble fini de termes unitaires F = {f1, ..., fr} et un idéal .J engendrée
par I’ensemble F', un monoéme v n’est pas en forme normale pour la relation de réduction = si,
et seulement si, v peut s’écrire comme mondéme dominant d’'un terme dans J. Cette définition
correspond bien a celle donnée précédemment.

Pour un élément u dans l'algebre libre K(x1,...,2,), on note u sa classe dans 'algebre
A =K(zy,...,zp)/J.

Théoréme 1.4.1. Soit A (X, R) une algebre. Soit G un ensemble de termes unitaires de 1’algebre
K(X).

L’ensemble G est une base de Grobner de 'idéal engendré par R si, et seulement si, pour
tous éléments u et w dans ’ensemble GG, pour tous monoémes a, b et ¢ tels que abc soit une paire
critique et

ab = H(u) et bc = H(w)

le terme a.R(w) — R(u).c se réduit en 0 par la relation =¢.
Ce théoréme est une réécriture de la définition, mais il correspond a un point de vue différent.

Définition 1.4.4. Un monome est appelé obstruction s’il n’est pas en forme normale mais que
chacun de ses sous-mots est en forme normale.

On peut également trouver dans la littérature la définition suivante de base de Grébner. Nous
allons montrer que la définition 1.4.3 et celle donnée dans le théoreme 1.4.2 sont équivalentes.

Théoréme 1.4.2. Soit J un idéal. Soit O 'ensemble des obstructions. L’ensemble

G={f-JIf €0}
est une base de Grobner de 'idéal J.

Remarque 1.4.1. Les éléments f — f dans cet ensemble G sont bien des termes unitaires dont
le monome de plus haut degré est f et dont le reste R(f) est le terme f.

Démonstration. Montrons qu'une base de Grobner définie comme dans la définition 1.4.3 peut
bien s’écrire sous cette forme. Prenons G = {f1, ..., fr} une base de Grobner. Par définition de
la relation de réécriture associée a G, H(f1) n’est pas en forme normale. De plus chacun de ses
sous-mots est en forme normale, car G est une base de Grobner réduite. Ceci prouve le premier
point.
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Montrons ensuite qu'un tel ensemble G = {f — f|f € O} est bien une base de Grébner
réduite de l'idéal J. Tout d’abord, on note que, pour une base de Grébner G de l'idéal J, si
f1 =g fo, alors fi = fo dans l'algeébre A. Commencons par montrer que la relation de réécriture
= engendrée est confluente. On suppose qu’elle ne I'est pas. Il existe donc une paire critique
non confluente f : on pose f ¢ g et f =3¢ h ol g et h sont deux formes normales distinctes.
On peut de plus supposer que g > h. On a alors f =g et f = h, ce qui donne :

g—h=0

Chacun des sous-mots de H(g) est en forme normale puisque g est une forme normale et H(g)
n’est pas en forme normale :

H(g) = h— R(g)
Par conséquent H(g) est une obstruction, ce qui est impossible car g est en forme normale, donc
son terme de plus haut degré aussi. D’ou la confluence de la relation de réécriture.
Il reste a vérifier que 'idéal engendré par G est bien J. Il s’agit d’'une conséquence directe
de la définition des obstructions. O

Le théoreme 1.4.1 est ’équivalent non commutatif du théoreme précédemment montré
pour les S-polynémes dans le cadre commutatif. Il correspond & la notion de paires critiques
confluentes. Il permet donc d’en déduire un algorithme en tout point semblable & ’algorithme
de Buchberger dans le cas commutatif. Cet algorithme est explicité dans la figure 1.1. Pour
I’'ensemble B;, il est possible d’en prendre un plus petit en ne considérant que les paires cri-
tiques. Le terme qui correspond au S-polyndéme n’étant plus commutatif, il existe une différence
avec le cas commutatif : 'algorithme de Buchberger ne termine pas nécessairement. Nous allons
illustrer par un exemple.

Exemple 1.4.1. Considérons ’algébre
A = (z,yla® - ¢?)

On se donne un ordre sur les lettres : x < y. Il induit I'ordre deglex < sur les monoémes. On
commence avec Gg = {z% — 3?}. La seule paire critique possible est z3.

2

Go%yx

333

% zy’

On obtient donc le terme 2y? — %z qui est déja en forme normale, ce qui nous donne
G1 = {2* —y* 2y — y’a}

Il existe une nouvelle paire critique z2y2.

C%y‘l

On obtient donc le terme zy?z — y* qui se réduit en 0 par G1. Il n’y a plus de paires critiques
dont la confluence est & étudier, ce qui nous donne la base de Grébner :

2

G = {2* — y*, 2y — y’z}
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Entrée : un ensemble F' = {f1, ..., f} fini de termes unitaires de 1’algebre K(x1,...z,), muni
d’un ordre monomial > sur M,,.

Sortie : un ensemble fini G; de termes de K(x1,...z;,) tel que ’ensemble G; soit une base de
Grobner de 1'idéal engendré par les polynémes f1, ..., fx.

Initialisation :
1 = 0; # nombre d’étapes de calcul
Gy = F'; # ensemble qu’on compléte en une base de Grobner
By = {(fi, f;)|]1 <i < j < k}; # ensemble des paires a considérer (il y a plus que
juste les paires critiques).

Tant que B; # 0:

1. Prendre une paire (f, f;) dans B;; On peut écrire H(f;).m =m/.H(f,);

2. Calculer une forme normale h du terme f;.m — m’.f, en réduisant les termes
f1 et f, par la relation de réduction =¢; ;

3. Si h # 0, alors
Bivi = (B\{(fi, f)}) U{(f, HC(h) " h)|f € Gy}
Giy1 = GiU{HC(h)_l.h};
1 = 1+ 1;

4. Sinon :

Bivi = (Bi\{(fi, f-)});
Giyn = G
1 = 1+ 1;

Fin tant que;
Renvoyer G; ;

FIGURE 1.1 — Algorithme de Buchberger dans le cas non commutatif

Exemple 1.4.2. On considere ’algebre
A= (z,y, 22 + 9 + 2% = zyz)

On se donne un ordre sur les lettres x < y < z qu’on étend en I'ordre deglex sur les monomes.
On peut alors orienter la relation : 23 == zyz — 2® — y3. Cela donne une paire critique sur le
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monoéme z*

zayz — za° — 28
zq

e
S

Y2 —x

24

3, — 4Bz

Pour compléter le systéme, on doit donc rajouter la regle zy3 % zryz —2xd —xy2? + iz + Pz
La paire critique z3y3 est déja confluente, et on obtient donc la base de Grébner

2 = ayr—ad -y

3 3

2y :5> ZTYz — 2x° — xy22 + 2%z + y3z
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Chapitre 2

Résolution d’Anick

Dans ce chapitre, nous détaillerons la premiere des approches considérées (Anick). Cette
approche repose sur les systémes de réécriture linéaires. On rappelle que par « systéme de ré-
écriture linéaire »on entend « systéme de réécriture linéaire monomial compatible avec un ordre
monomial ». Tout d’abord, nous définirons la notion d’idéal ordonné de mondémes. Nous intro-
duirons ensuite les n-chalnes, notamment par le graphe d’Ufnarovski. Tout ceci nous permettra
de construire la résolution d’Anick. Nous l'utiliserons ensuite pour calculer I’homologie d’une
algebre augmentée.

2.1 1Idéal ordonné de monomes

On pose pour cette section X un alphabet. On note M(X) l'ensemble des mondmes sur X.

Définition 2.1.1. Etant donnés m, n deux mondmes, m est un sous-mondéme de n, noté m Cn
s’il existe deux autres mondmes a et b tels que le monoéme n s’écrive u = amb.

La relation « étre un sous-mondme »définit un ordre partiel sur I’ensemble des monomes

M(X).

Définition 2.1.2. Un sous-ensemble M de M(X) est un idéal ordonné de mondomes, s’il vérifie
la condition suivante : pour tout sous-monéme m d’'un monéme n dans ’ensemble M, le mondéme
m est aussi dans ’ensemble M.

Exemple 2.1.1. Soit (X, R) un systeme de réécriture linéaire.

Un mondéme m est dit irréductible, si le monéme m n’est pas réductible par la relation =g,
autrement dit, si aucun des sous-mots du mondéme m n’est le monéme dominant d’une des regles
de R. On note ir(R) 'ensemble des mondmes irréductibles de X.

L’ensemble ir(R) est bien un idéal ordonné de monémes : si un monéme m est irréductible,
aucun de ses sous-mots n’est réductible.

2.2 n-chaines
On considére un systéme de réécriture linéaire convergent (X, R) avec un ordre monomial <.

2.2.1 Définition des n-chaines

Définition 2.2.1. Nous allons construire ’ensemble des n-chaines. On note C,, '’ensemble des
n-chaines. On pose C_1 = {1} et Cp = X.
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Si Cp,—1 est construit, on définit par récurrence les n-chaines. Le mondme f est une n-chaine
si f = gt, noté gt, tel que g est une (n — 1)-chaine et ¢t € X* est la queue avec les conditions
suivantes :

— la queue ¢ est irréductible

— si g = ¢'r avec g’ une (n —2)-chaine et r la queue, alors le mondéme rt est réductible d’une

unique fagon

— la seule réduction dans rt est de la forme ua ol u est un mondéme et ot « est une réduction

dans R.
La situation correspond au diagramme suivant :
f(n)
gn—1) t
g'(n—2) "

ou on représente les monoémes réductibles en pointillés, et ou, pour tout entier p, les p-chaines
sont représentées par leur nom suivi de (p).
Pour une n-chaine f = gt ou g est une (n — 1)-chaine et t est la queue, on note f = g|t.

Exemple 2.2.1. On prend comme alphabet X = {z} sur lequel on se donne une unique regle
2 == 1.

OnacC_q1 = {1} et Cy = {x}

Calculons maintenant les 1-chaines. Elles sont de la forme x|t telle que xt est réductible par
a de facon unique. Par conséquent, le seul choix possible pour ¢ est x et la seule 1-chaine est
z|z. En effet, supposons que t = ™ pour n > 2, alors ¢ serait réductible, ce qui contredirait la
définition.

De facon similaire, on calcule les 2-chaines en ajoutant une queue ¢ a la 1-chaine z|x telle
que zt soit réductible de facon unique. Exactement comme dans le calcul de Cq, la seule 2-chaine
possible est z|z|x. Par induction, on voit qu’a chaque étape on rajoute un x comme queue. Par
conséquent, pour tout n > 1, il existe une seule n-chaine z|z|...|z|x.

——

n+1

Exemple 2.2.2. Considérons le systéeme de réécriture, avec le méme alphabet X = {x} mais

avec une regle différente : 23 2. 1. 0na toujours C_1 = {1} et Cy = {z}.

On peut maintenant calculer les 1-chaines x|t telles que le monéme xt correspond a la partie
gauche de la régle 3. On doit donc avoir t = 22, et la seule 1-chaine possible est x|x2.

Pour obtenir les 2-chaines, on ajoute & z|z? une queue t'. La queue ¢ ne doit pas étre
réductible, par conséquent ce doit étre = ou bien z2. On pourrait croire que les deux sont des
solutions possibles, mais ce n’est pas le cas : t' = x est la seule solution possible. En effet,
considérons les obstructions si on avait ajouté la queue x? & la l-chaine z|z2. Le monéme z*
peut étre réduit par la gauche par Bid, et par la droite par id, (. Par conséquent la queue 22
ne convient pas et la seule 2-chaine possible est z|z?|z.

De facon similaire, on doit alterner z et 22 comme queue pour calculer les n-chaines.

On introduit la notation suivante :

lifn=0

x|wp—1(y, ) sinon

wp(x,y) = {

Cela correspond a
wn(z,y) = zlylzly|.... .
—_————

n
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Si Pentier n est pair, on a wy(z,y) = z|y|z|...|z|y et si lentier n est impair, on a wy(z,y) =

Pour un entier n > 1, la seule n-chaine pour le systéme considéré est wy,1(z, z?).

En fait, si on se place dans le cas d’un systeme de réécriture réduit, on sait que les 0-
chalnes sont les lettres de ’alphabet. Les 1-chaines correspondent aux parties gauches (monémes
dominants) de regles et les 2-chaines correspondent aux paires critiques, car on est dans le cas
suivant :

T 31 l2

x ty to t3

Les 3-chaines sont donc les triplets critiques de la forme
/TN /TN

~_ 7

On peut procéder de méme pour les chaines suivantes. Pour une n-chaine f = z;,...z;_ telle que
f s’écrive aussi g|t ou g est une (n — 1)-chaine et ¢ est la queue, on définit l'indice b,, comme
s = by. On définit ainsi par récurrence sur la structure de k-chaine I'indice by. La (n—1)-chaine g
s’écrit donc xz;, oy - On définit également 'indice a,, de la fagon suivante : g|t est réductible
par la droite par r. L’indice a,, est donné par

T = xian ...xibn.

On a donc pour tout n > 1 :
bn—l <ap < bn < An+1-

Lemme 2.2.1. Etant donnée une n-chaine f, il existe une unique facon de P’écrire g|t ou g est
une (n — 1)-chaine et ot ¢ est un monéme irréductible. C’est-a-dire que les indices ay, et by pour
1 < k <n sont déterminés de maniere unique.

2.2.2 Graphe d’Ufnarovski

On peut représenter les n-chaines comme des chemins dans un graphe I' = (V, E). Com-
mencons par définir ce graphe. L’ensemble de ses sommets est ’ensemble des v qui sont les
suffixes stricts de mondmes dominants de relations dans R. L’ensemble de ses arrétes est formé
des arrétes 1 — x pour toute lettre x de I’alphabet X ainsi que des arrétes f — g telles que le
mondme fg est réductible mais tous les sous-mots de fg sont en forme normale.

Une n-chaine correspond alors aux sommets qu’on peut lire successivement en suivant un
chemin de longueur n + 1 dans le graphe I' & partir du sommet 1.

Exemple 2.2.3. On considere I’exemple suivant :

A = (z,y|2%, zy?)
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On obtient le graphe suivant :
/ | \
\ !

Yy

Cx

Les 1-chaines sont x et g, les 2-chaines sont x|z et z|y?. En toute généralité, pour un entier
n > 2, les n-chaines sont x|...|z et z|...|x |y
N—— ~——

n n—1

Exemple 2.2.4. Reprenons 'exemple 1.4.2 :
A= (z,y, 2|23+ 9> + 2% = zyz)

Calculons maintenant les n-chaines. Pour cela, rappelons que la base de Grobner que nous
avions calculé pour un ordre mondémial donné comprenait les deux regles :

2 = myz—x3—y3
zy3 :’8> ZTYZ — za® — :ryz2 + a3z + y3z

Le graphe d’Ufnarovski associé est :

D
/

x zX
/L/
Y e— 22
Les n-chaines sont donc :
C.1 = {1}
Co = {z,y,z}
Ci = {z12%2y"}
Co = {z12°|z,2|2°|y}

Cn {wni1(2,2%), wn (2, 22)|y°} pour n >3

2.3 Résolution d’Anick

2.3.1 Préliminaires, notations

Dans toute cette section, on se donne un alphabet (X, <) totalement ordonné et un ensemble
de relations R tels que le systeme de réécriture linéaire (X, R) soit convergent. Pour un sous-
ensemble U de X*, on note K(U) le sous-module de K(X) engendré par U. On se donne
également une fonction de graduation e : X — Z qu’on peut étendre en un morphisme de
monoides sur le monoide X*. On prend fréquemment pour une telle application e la longueur
du mot considéré. Si elle n’est pas précisée par la suite, c’est qu’il s’agit de cette derniere.
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L’ordre < sur les lettres dans I'alphabet X permet de généraliser 'ordre deglex : on appelle
également deglex l'ordre total < sur X*. Pour x et y deux éléments de X*,

e < etw)
<Y {ou e(r) =e(y) et & <jex y

Soit A(X, R) une K-algebre. On se donne I’application

T K(X) — A

r — T

qui correspond au quotient sur l'algebre A.
Pour un élément = de K(X), on note sa forme normale Z. Ceci est bien défini car le systeme
de réécriture (X, R) est convergent.

Lemme 2.3.1. L’ensemble
M={ze X*|T ¢ Vect(yly < x)}

est un idéal ordonné de mondmes et les éléments T tels que x soit dans M forment une base de
A en tant que K-module.

On écrit K(U) ® A pour K(U) @k A. Le module K(U) ® A a pour base
U={u®zjuelUxecM}

par le lemme précédent. De plus le terme u ® T sera fréquemment abrégé en u ® x.

On étend 'ordre < en un ordre partiel sur I’ensemble U : On dit que u®x < u' ® 2’ dans
U si uz < vz’ dans X*.

Dans cette étude, on se restreint au cas ou U est un ensemble C,, de n-chaines. Dans ce cas,
l'ordre < est un ordre total sur le module K(C,) ® A. Ceci permet en particulier de définir le
terme de plus haut degré d’un terme dans K(C,) ® A. Prenons un tel terme

g
w = ch(uj ® v;)
j=1

ot les coefficients ¢; sont des scalaires non nuls, ou les u; sont des n-chaines et ot les v; sont
des monomes : on dit que le terme u; ® v; est le terme de plus haut degré de wsii =g =1, ou
si, pour tout j # 7, u; ® v; > uj ® v;. On pose alors LT (w) = ujv; qu’on appellera également
terme de plus haut degré de w.

Définition 2.3.1. Soit A une algebre et soit  : K < A le plongement de K dans A. On dit
qu’une application € : A — K est une augmentation de ’algebre A si I’application e est un
morphisme d’algebres tel que I’application 7 soit un inverse a droite de 'application €. On dit
alors que (A, ¢€) est une algébre augmentée.

2.3.2 Construction de la résolution d’Anick

Théoréme 2.3.1. Soit (A(X, R), €) une K-algebre augmentée, telle que le systéme de réécriture
(X, R) soit convergent. Pour tout entier n, soit C,, 'ensemble des n-chaines associé au systéme
de réécriture (X, R).
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Alors il existe une résolution libre de K comme A-module & droite :

On 1)
"'%An*)flnfl ./40 0 ./471 € K 0

ou

avec, pour x élément de X :
do(z®1) =2 — ne(x) (2.1)
et pourn>1:

On(iy o xiy, ®1) = a4, .. Ty @ Tiy g Ty, W (2.2)

avec LT(w) < zjy ... x5, siw#0.

Démonstration. On montre l'exactitude par récurrence, en construisant le bord ¢, et une ho-
motopie contractante o, a chaque étape.

b b, e
I - ]
An An—l : ./40 -1 K——0
On oo n

Pour tout n, il suffit de définir o,, sur le noyau ker(d,—1).
On vérifie également a chaque étape de récurrence les conditions suivantes, pour 0 < j et
pour w € kerd;_1,

53;15]' = 0 (23)
6]'0']' = idyer 8i—1
LT(oy(w)) = LT(w)

Exactitude en A = A_; : Pour tout x élément de K(C_;) ® A = A, on a la condition 2.3 :
€dp(z® 1) = €e(x) — ene(x) =0

Le noyau ker e est engendré par {y — ne(y)|ly € A}. En effet, étant donné un élément y de

I'algebre A :
e(y —ne(y)) = e(y) — ene(y) = e(y) —e(y) =0

Pour la réciproque, tout élément y dans le noyau de e s’écrit y — ne(y) = y.

Par conséquent, pour définir I’homotopie contractante o, il suffit de la définir sur les géné-
rateurs y —ne(y) (ou y est un élément de A). Comme y est un élément de 1’algebre A et comme

le systéme de réécriture est convergent, I’élément y a une unique forme normale § = z;,...x;,.
On pose alors :

oo(y —ne(y)) = (zi, @ Tiy...wi,) + €(xiy)) (Tiy @ Tig.osy) + oo + €(@iy iy, )(Ti, @ 1)

On peut étendre o en une application entre K-modules o : kere — K(C_1) ® A qui vérifie bien
la condition 2.5.
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Il reste a vérifier la condition 2.4. Prenons un élément y tel que défini précédemment :

dooo(y —ne(y)) = do((wiy ® xiy...s,) + €(Ti, ) (Tiy @ Tig...Ti,) + o + (i, ... wi, ) (x5, @ 1))
= (xil - ne(:zh))(xir“xit) + €($i1)(xi2 - 776(1‘22))(1’13:6“) + .
te(@iyeai, ) (@i, — ne(ziy))

= (:cilxh...afit) — e(:cil...xitflxit)

car € est un morphisme d’algebres, donc pour deux éléments a,b de A, on a €(ab) = €(a)e(b), et
7 est une application linéaire, donc pour un élément a de A, on a ne(a) = e(a)n(l) = e(a)

dooo(y — ne(y)) =y — ne(y)

Induction : Si on suppose que pour n > 1, on a défini les bords 4, pour 0 < j < n —1, ainsi
que les homotopies contactantes o; : kerd;—1 — K(C;) ® A, pour 0 < j < n — 1, qui verifient
les deux propriétés souhaitées.

Commencons par définir I'application entre A-modules 6§, : K(C,) ® A — K(C,—1) ® A.
Comme l'application d,, est un morphisme d’algebres, il suffit de définir d,,(u®1) avec u élément
de V" pour connaitre le bord §,,.

Une n-chaine u se décompose de fagon unique comme u = r|s avec r une (n—1)-chaine et s la
queue. Comme 'application d,,—; est un morphisme d’algebre, on a 0,—1(r ® s) = §,—1(r®1).s.
On pose

bp(u®1)=r®s—0p,-10,-1(r ®s)

Vérifions que 'application § ainsi définie satisfait bien les conditions souhaitées. Si on écrit
u = x;,...7p, avec ry dans I'alphabet X, alors, par induction, on a (2.2) :

n

on-1(r®l)s = (i ...z, ) tw
= Ti...Ty ,® f(xibn72+1 ce Ty )t w (2.6)

. ® Tiy opr Ty )(xibn,1+1 c Ty

ou de plus HT (w) < u.
Le terme Tiy 41 Ly, admet comme sous-monome l'obstruction z;, ... Ti,, définie a I’étape
de récurrence précedente. Par conséquent, le terme de plus haut degré du membre de droite de
(2.6) est de degré inférieur a u. Ceci vérifie donc la condition 2.2.

On vérifie maintenant la condition 2.3 :

On-10p(u®1l) = 5, 1(r®s—0,_10,_1(r®s))
67171(7“ & 3) - 5n710n715n71(7‘ & S)
In—1(r®s) —dp_1(r®s) =0

On peut maintenant définir ’homotopie contractante o, : ker §,—1 — K(C,,) ® A. Pour n
fixé, on la définit par induction sur le degré de son argument.

Pour un élément U de kerd,_1, U sécrit A\f @ t + V ou f est une (n — 1)-chaine, ¢ un
élément de I'algeébre A et V est une somme de termes de degrés inférieurs a celui de f ® . De
plus la (n — 1)-chaine f peut s’écrire comme g|t’ ot g est une (n — 2)-chaine et ¢’ un élément de
I’algebre A.

Montrons que le terme t't est réductible. Supposons pour cela que le terme t't n’est pas
réductible. Par conséquent, LT (g ® t't) = LT(f ® t) = ft. Par hypothese de récurrence, d,_1
vérifie la condition 2.2 :

Sno1(f@t)=gtt+A
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ou LT(A) < LT (g ® t't). Par la condition 2.3, on sait que d,0,—1 =0, or :

Onbn_1(f@t) = Su(g@t't+A)
= Op(g®@t't) + 6a(N)

Par la condition 2.2 qu’on a vérifiée au préalable pour §,, on sait que le terme de plus haut
degré de 0, (g @ t't) est LT (0p(g @ t't)) = LT (g @ t't) = ft. De fagon similaire, le terme de plus
haut degré de 6, (A) est LT (6,(A)) = LT(A) < ft. Ceci est impossible, car alors on ne peut pas
annuler le terme de plus haut degré. Par conséquent, le terme t't est bien réductible.

f(n—1)
g(n —2) ¢/ t

w2 w1

A priori, le terme t't est réductible de plusieurs facons. On choisit pour w la réduction la
plus & gauche possible. On pose alors :

on(U) = Agv'w @ v + 0, (U — Ao (gv'w @ v))
Pour montre que I'application o, est bien définie, il faut donc montrer que
LT(U — Ao, (gv'w @ v) < LT(U).
Ceci est bien le cas car 'application d,, satisfait la condition 2.2 et donc

Sn(gv'w@v) = gv'wy @ws + W
fRt+wW

ou W est une somme de termes de degré LT (W) < ft. On a donc
LT(U — Aoy (gv'w @ v) = LT(W) < LT(U).

Donc I’homotpie contractante o,, est ainsi bien définie .

Il reste & montrer que I’homotopie contractante o, satisfait bien les conditions souhaitées.
Prenons un élément U dans le noyau de d,—1. On reprend les notations utilisées pour définir
on, et on montre les conditions souhaitées par induction sur le degré de 'argument de o, :

6non(U) = 0p,(Agv'w @ v + 0, (U — A (gv'w @ v)))
= 5n(Agv'w @) + 6,0, (U — A5y (gv'w @ v))
= Ap(gv'w@v) + (U = Aop(gv'w@v) =U
Ceci vérifie donc bien la condition 2.4.
Par induction sur le degré de 'argument,
LT (05 (U — Ay (gv'w @ v)) = LT(U — Ao (gv'w @ ).
De plus, on a montré que
LT(U — Moy (gv'w @ v) < LT(U).
Donc
LT (0n(U — Aoy (gv'w ®v)) < LT(U) = LT (gv'w @ v).
Par conséquent, LT (0, (U)) = gv'wv = LT (U), ce qui correspond & la condition 2.5.

30



2.3.3 Exemples

Nous allons donner quelques exemples de calcul de résolutions d’Anick. On commence par
rappeler la définition de la notation wy,(z,y) :

lifn=0

x|wp—1(y, z) otherwise

wn(xa y) = {

Exemple 2.3.1. Reprenons 'exemple 1.4.2 :
A = (z,y, 223 + y* + 2% = 2yz)

Nous avions complété les regles de réduction pour obtenir les deux régles de la base de Grébner :

2 = ayz—a® — >

zy3 :6> ZTYZ — zad — a:y22 + a3z 4+ sz
Nous en avions calculé les n-chaines dans I'exemple 2.2.4. Nous pouvons désormais calculer
la résolution d’Anick de I'algebre considérée. On construit la résolution d’Anick en calculant les
opérateurs de bord ainsi que I’homotopie contractante :

on do €
WAn&—/An—l K..._/AO&./A_l(\.H,/K )0
On 00 n

Le calcul sur les 0-chalnes est direct :
reel)=1ez, doyel)=1y, §H:z]l)=1®:z.

Pour le calcul du bord, on doit calculer I’homotopie contractante. Sur les 1-chaines, le calcul
est direct :

(51(Z|2’2®1) = Z®22—0050(2®Z2)
= 2022 —0y(1® (zyz — 2 — %))
= z®22—x®yz+x®x2+y®y2.

et de méme

61zl ®1) = 2@y —0pdo(z @ y°)
= 2®y° —00(1® (zayz — 22 — 2y2® + 2°2 + y°2))
= z®y3—2®xyz+z®a:3+x®yz2—x®x22—y®y22.

Les étapes suivantes sont plus longues, car le calcul de I’homotopie contractante n’est plus
aussi immédiat. Commengons avec les 2-chaines z|22|z et z|22|y? :

6o(22%2®@1) = 2|22 ® 2z —0161(2]2° ® 2)
= 2|22®2-012028 —rRyl +treriz+y®yie)
= 2[22@2-01(zQ@ (zyz —2° — ) —z @y + xR 222+ y @ y?2).
U
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Le terme de plus haut degré dans U est —z ® y> d’ott

o(U) = -2 @1+01(U+d(zly* 1))
= 2Pl +0(U+209° —2@zyz+ 2025 + @y’ —r@2%2 —y Qy’2)
—zy3®1.
On obtient

6o(z|2Yz®@1) =222 @2+ 2P @ 1|

Calculons ensuite da(z|22|y?) :

oa(2l2%ly* ® 1)

2|22 @y — 0161(2]22 @ P)
2122093 —o1(2@ 2% —r @y Fr oty +y@y°)
= Z‘ZQ ® y3 —
01(2 @ (FPayz — 2223 — zay2® + 2232 + 20°2) + 2 @ (—yzy® + 2293 Fy @ 4°).
Uy

Le terme de plus haut degré dans Uy est z ® z2zyz d’oil

o1(Uh) = 222 @azyz+ o1(Ur — 01(2]2% @ zy2))
= 2|22 @ayz+ 01U — (2 @ 22ayz — 2 @ yzayz + x @ 23yz + y @ y?ayz))
= 222 @ayz+
o1(z ® (=222 — zay2® + 22%2 + 2°2) + 2 ® (yzayz — yzy® + 2%y° — 23y2) + y ® (° — y?2y2)).

U2

Le terme de plus haut degré dans Us est —z ® 2223 d’ot

o1(Uz) = —222 @3 4+ 01(Us + 61(2]2% @ 23))
= 22223+ o1 (Us+ (2@ 223 —z @ yzad + 2 @ 25 + y @ y223))
—z|22 @23 4+ 01(2 @ (—zzy2? + 2232 + 232) +
3 o34 .23 3 5 5_ .2 2 3
T @ (yzryz — yzy® —yza” + 27y° — 1°yz +2°) +y @ (y° — y ayz +y'z”)).

Simplifions le terme de la forme z ® ... dans 'argument de o1. On représente en bleu quand
on applique la régle 3 et en rouge quand on applique la régle « :

—z:cyz2 + 2232 + zy3z
—W—F%‘gg—l—;yy{[—;/zg/—xyz?’—km?’zz—ky?’f
e I I Y e

= —xyryz + xng + xy4 + 2322 + y322.

On doit donc calculer o1(Usz) oit Uz = 2@ (—zyzryz+zyrd +ryt + 23224322 +2 @ (yzayz—
yzy® — yzad + 2%y — 23yz + 2°) + y @ (v° — vPryz + y223). Le terme de plus haut degré est
2 ® y>22 et donc

o1(Us) = zly°® 2%+ 01(Us — 01(2]y® @ 2%))
= 2P @22+ 01(Us+ 2@ (—y222 + 2y — 232°) — 2 @ (y2* + 2223) + y 9 y223)
= 2P @22
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On obtient

Sa(2| 22y @ 1) = 2|22 @ (23 + ° — zy2) — 2|y° @ 22|,

On a donc obtenu do dans tous les cas.
On passe maintenant au calcul de &3 sur les 3-chaines z|22|z|22 et z|2%|z|y® :

03(2]2%2]22 @ 1) = 2|22|2 ® 2% — g9da(2|22|2 ® 22)
= 2|22|2® 2% — 09(2]22 ® 23 + 23 ® 2?)

= 2|22 ® 2% — 09(2|22 @ (wyz — 2% — y®) + 293 ® 22).

U
Le terme de plus haut degré dans U est —z[2% ® 3> d’ou
_ 2), 3 2|, 3
o2(U) = —2[°|y° ®@ 1+ 02(U + d2(2[2"|y” @ 1))
= 22’ @1+ 0a(U + 2027 ® (2 +y° —ayz) — 2ly’ © 2%)
= —z|2Pel.
On obtient

03(2|2%222 @ 1) = 2|22z @ 22 + 2|22y @ 1|.

?|

Calculons maintenant &3 (z|22|z|y?) :

S3(2l2%|2ly’ ®1) = 212’z @ y° — 02da(2]2%[2 @ ¢P)

= 2@y’ - ozl @ 2y’ + 2y’ @)
= 2|22 @y® — 09(2|2? @ (zayz — 223 — zy2? + 232+ 432) + 2|yP @ 4°).

Ui

Le terme de plus haut degré dans Uy est z|z? ® zoyz d’ou

oo(Uh) = 2|2%|z @ 2yz + 02 (Ur — 62(2]2%]2 @ wyz))
= 2|22 @ayz 4+ 02(Uy — (2|22 @ zzyz + 2|y @ 2y2))
= 2|2z @ayz 4+ 09(2|22 ® (—z2® — zy2® + 232 + y32) + 2|y ® (v° — zy2)).
Uz

Le terme de plus haut degré dans Us est —z|22 ® z2® d’ott

09(Uz) = —2|2%|z® 2% + 09(Us + 02(2]2%]2 @ 2%))

—2|22%|2 @ 2% + 09(Usz + (2|22 ® 22° + 2|y° ® 2%))

—2|22%|2 @ 23 + 09 (2|22 @ (—ay2® + 232 + v32) + 2y @ (B + 2P — ay2)).
Us

Le terme de plus haut degré dans Us est 2|22 ® y3z d’ou

0o(U3) = 2|2%1y° @ 2 + 09(Us — 82(2|2%|y° ® 2)

2|22 @ 24 09(Us — (222 @ (232 + 432 — 2y2?) — 2|y ® 2°))
2222 @ 2 4 oo (2]y® ® (23 + ¢ + 23 — 2y2))

PP e
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On obtient

532222y © 1) = 2|2%|z ® (2° + y° — 2yz) — 2|2y° ® 2|

De facon identique au cas des 3-chaines, on montre par récurrence que, pour n > 1,

52n(w2n+1(z 2)@1) = wan(z,23) @z +wam_1(2,22) P ®1

Son(wan (2, 22) 1P @ 1) = wan(z,23) @ (2% + 93 — 2y2) — wan_1(2, 2D |y° ® 2
Oons1(Wonsa(2,22) @1) = wony1(2,22) @ 22 + won(z, 2P @ 1
Font1(wan(2,2)y° @ 1) = wonta(2,2%) @ (2° + 4 — 2yz) — wan(z,2°)|y* © 2.

2

2.3.4 Application au calcul de ’homologie d’une algébre augmentée

Définition 2.3.2. Soit (A, €) une algebre augmentée. Soit M un A-module & droite. Soit une
résolution projective P, de M. On définit I’homologie de l’algébre augmentée comme le quotient
du noyau de l'application M ® 4 P, — M ®a P,_1 par 'image de 'application M ®a P,_1 —
M ®a P,—2. On la note H,(A, M). On a donc :

ker(M @4 P, — M &a Pn_1)
Im(M @A Poo1 = M @a Py_2)

Hy(A, M) =
Définition 2.3.3. Soit (A, €) une algebre augmentée. On définit la série de Poincaré Pa(t)
associée a l'algebre A :

- i dim(Hn (A, K))t"
n=0

Exemple 2.3.2. Nous allons développer un exemple présenté par Anick dans [2]. Soit 1’algebre
A = (z,ylryzyr — zyz)

Il y a une paire critique xyxyxryx qui est confluente. Pour n > 0, il y a une unique n-chaine :

x|wn (yzy, yx).
Prenons 'augmentation

e(x) = e(y) =0
e(l)=1

On calcule les bords et on obtient, pour n > 1 :

ozl = 1z
doyl) = 1@y
n(zlyzyr®1) = xzQyryr —rQyx
don(z|wan (yryz, yz) ®1) = |wap—1(yzyz, yz) @ Yo
ant1(zwont1(yzyz, yz) @ 1) = z|lwon(yzyz, yz) ® (Yryz — yz)

On note 6,, = §, ® 1x. On obtient, pour n > 0,

do()

do(y)

o1 (z|yzyx)

Oon (| wan (yryz, yr))
52n+1( [want1(yzyT, yz))

Il
o o o o o
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On obtient donc I’homologie pour n > 1 :

Hy(AK) = K

Hi(AK) = Kz,y)

Hy(AK) = K(z|yzyz)
Hon1(ALK) = K(z|won(yryz, yx))
Hopi2(AK) = K(z|weyi1(yrys, yr))

Calculons maintenant la série de Poincarré associée :

1
Pa(t) =142t + 2+ + . +t" + ... =t

Exemple 2.3.3. On considére la méme algebre que dans I’exemple précédent. Prenons main-
tenant I’augmentation définie par

e(zy) =¢(1) =1
Cela signifie que €(x) # 0 et €(y) = ﬁ # 0. On calcule les bords et on obtient pour n > 1 :

(50((E ®1
do(y ®

) = 1®@z—€¢@)1®l

1)
01(z|lyzryr @ 1)

)

)

ley—ey)lel

x @ yryxr + €(x)y @ ryx

= z|wan-1(yzyz, yz) @ (Yo — 1)
= x|we,(yryx, yr) @ yryx

don (| wan (yryz, yx) @ 1
Son+1 (2| won41 (yeyz, yzr) @ 1

On note 6,, = J, ® 1x. On obtient, pour n > 0,
do(z) = —e(x)

)

do(y)

oy (xlyzyx) = 0
)
)

I

|

()
—~

<
~—

52n(w\w2n(ymyx yx) —x|wap—1(yryx, y)
dont1(x|wont1(yrys,yz)) = 0

On obtient donc I'homologie pour n > 1 :

Hy(A,K) K
Hi(AK) = Kle(y)z —e(2)y)
Hy(AK) = 0

Hon1(AK) = 0

Honio(AK) = 0

Calculons maintenant la série de Poincarré associée :
Pa(t) =1+t

On constate bien que deux augmentations différentes menent & deux résolutions d’Anick
différentes.
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Exemple 2.3.4.
A= (z,y, 2|z +yz = 0,22 + azy = 0)

ou a est un élément non nul du corps K.
On se donne l'ordre sur les lettres x < y < z qu’on étend en 'ordre deglex sur ’algebre
K(z,y, z). On calcule la base de Grébner de 'idéal des relations :

Yz =— —x

L 9
Yyz =— ——

a

1
2zt = Zz?z

yr? = az’y

On peut alors calculer les n-chaines. Pour n > 1, on a :

. = {1}
Co = {z,y,z2}
Co = {wWni1(y,2), wni1(2,y), wn(y, 2) |22 wa(z,y)|2?}

On se donne 'augmentation

On peut alors calculer les bords. Commencgons par 'application dg :
do(z®1)=1®a, do(y®1l) =11y, do(z®1) =1®z
On peut ensuite calculer le bord 47 :

hylzel) = yz+zex,

1
(el = 2oyt e
Silyla? ©1) = yoa? —ar @y,
1
61(z]22 ®1) = 22 - 2@z
a
Pour calculer le bord d,41 avec n > 1, on pose A = wy(y, z) ou wy(z,y) tel que A = ...|z|y.
On pose A’ = ...|y|z de facon similaire. On a alors :
Lo
nt1(Alzly® 1) = Alz@y+ aA]w ® 1,
In+1(Aylz @1

Sni1(Az]2? @ 1

)

) = ANyoz+AN*e1,
1

) = Az®z? - A’ ® 2,
a

)

1N ylz?®1) = AN|ly®@a® —al|[z? ®@vy.
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2.3.5 Interprétation en terme de systemes convergents

Dans [19], Squier associe a tout monoide une résolution partielle qu’il calcule a partir d’un
systeme de rééceriture convergent de mots, de méme que grace a la résolution d’Anick nous asso-
cions une résolution calculée a partir d’un systéme de réécriture linéaire convergent. Dans [11],
Y. Guiraud et P.Malbos interpretent les résultats obtenus par Squier en terme de polygraphes.

Nous allons illustrer ce lien entre systemes de réécriture et résolution d’Anick associée.

Exemple 2.3.5. Etudions l’algébre A définie par :
A = (z,yley — 2®,y* — 2?)

Pour cela, on se donne l'ordre sur les lettres x < y qu’on étend en un ordre monoémial par
l'ordre deglex. On se donne également ’augmentation :

e(z) =€e(y) =0ete(l) =1

La base de Grobner est constituée de trois regles de réécriture :

a 2
Ty — x
y2 B 72

yac2 =L g3

Calculons maintenant la résolution d’Anick jusqu’aux 3-chaines. Pour cela, on commence
par déterminer les n-chaines :

C1 = {1}

Co = {z,y}

C = {zly,yly,yla®}

Co = A{xlyly, zlyle®, ylyly, ylyl=®, yl= |y}

Cs = {zlylyly. =lylyl®, zlyl2®ly, ylylyly, ylylyl=®, ylyl2® |y, yla® yly, yla®|yla®}

Déterminons maintenant les applications dg, d1, 2 et d3 dans la résolution d’Anick. Nous ne
donnerons ici que les résultats. Sur Cyp = {z,y}, on obtient :

orel) =105, AOyel) =1ay.
Sur C; = {z|y, y|ly, y|z*}, on obtient :

(zly®1l) = zRy—-z@u,
di(yly@1) YRy —r@m,
O(yl?®l) = yor* -z’

Sur Cy = {z[yly, zly|=?, ylyly, ylyla?, y|z*|y}, on obtient :

bo(zlyly®l) = zly®y,
Szlylr*®1) = zly®a?

Sylylyel) = ylyoy—yl® @1,
Sylylz® ©1) = ylyos® —yl* @,
Sylr’lyel) = yl®oy -y’
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On pose 8, = 6, ® 1k. On calcule le noyau de 47 :

ker(61) = K(C1) = K(z|y, yly, y|=*)

et 'image de ds : B
Im(8) = K(yla?).

Ce qui nous permet d’en déduire le groupe d’homologie :

Hy(A,K) = K(z|y, y|y)

Considérons désormais ce qu’il se passe au niveau des paires critiques. On construit les
3-cellules qui correspondent aux diagrammes de confluence des paires critiques.

e
e mE/

La 3-cellule A correspond & la 2-chaine z|yly, B a yly|y, C & z|y|2?, D a yly|z? et E & y|22|y.
On constate que la regle de réécriture v se trouve dans le bord de la 3-cellule B sans
contexte. La régle de réécriture v de source yz? peut se simplifier par réduction homotopique
avec la 3-cellule B. La régle de réécriture  correspond a la 1-chaine y|z2.
Poursuivons le calcul de la résolution d’Anick. Sur

Cs = {zlylyly, z|yly|z?, z|y|=*|y. vlylyly. vlyly|z®, yly|2® |y, ]2 [yly, y|2®|y|2?}

S3(zlylyly® 1) = zlylyey —zlyls® ©1
S3(zlylyl? ®1) = zyly®a® —zlyl® @
S3(zlyla’ly®@1) = zyl*@y—zly® @
SWlylyly®1) = ylyly@y—ylyla® @ 1+yl2’ly®1
S(ylylyla® ®1) = ylyly®2® —ylylr* @
S(ylylz’ly®1) = ylyl*@y—ylyl* @
S(ylz’lyly @1) = ylaPlyoy
J3(yla®lyla® ® 1) yla®ly ® o
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On peut calculer le noyau de 1'application &5 :

ker(82) = K(z|yly, zly|2*, yly|2?, y[|y)

et I'image de l'application &3 :
Im(83) = K(z|yly, y|=*|y — yly|z*)
qui proviennent de :
Sa(zlylyly) = —zlyl2®,  S(ylylyly) = —ylyla® + ylly.

Ce qui donne le groupe d’homologie :

H3(A,K) = K(zlyl2®, ylyl2* + yl2°[y).

Commencons par considérer le noyau ker(d2). Le noyau est I’espace vectoriel engendré par les
2-chaines qui correspondent aux 3-cellules qu’on n’a pas simplifiées par réduction homotopique
dans le calcul de Hy(A,K). On avait réduit la 3-cellule B avec la régle ~, il reste donc les
3-cellules A, C, D et E. Ces 3-cellules correspondent au 2-chaines z|y|y, z|y|22, y|y|z? et y|22|y.

On considére maintenant I'image Im(d3). On a vu que I'application 3 n’est pas nulle sur
Kzlylyly, ylylyly) :

S3(zlylyly) = —zlylz®,  S(ylylyly) = —ylylz® + y|2?|y.

Considérons maintenant ce qu’il se passe dans le systeme de réécriture au niveau des triplets
critiques z|ylyly et ylylyly.

ay? 722 2B

$2y2

2 2

VAR S I Z "\ ay/’ Xﬁ
/TSP N =

zy® ==y = w%’ o
C
N \j,y

\ 23y e’ x
\ mw//f
k rya? % TYx
La 3-cellule C' est dans le bord de la 4-cellule U sans contexte. Par conséquent, on peut réduire
simultanément les deux cellules. La 3-cellule C' correspond & la 2-chaine x|y|z?.

23

TA
Ty

T Ay

VR W

yt —yBy—> yaly E A = yt

M
=

yv Yy

Les 3-cellules E et D apparaissent simultanément dans le bord de la 4-cellule V, il est
donc possible de réduire I'une ou 'autre en méme temps que V. De plus, les 3-cellules F et D
correspondent aux 2-chaines y|z2|y et y|y|z2.

Les 3-cellules qui peuvent se réduirent avec des 4-cellules sont celles qu’on retrouve dans
Hs(A,K).
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2.3.6 Cas des algebres monomiales

Définition 2.3.4. Une algebre A(X, R) est dite monomiale, si tous les relations dans R sont
des monomes. Cela signifie que

RcC X*

Proposition 2.3.1. Soit A(X, R) une algébre monomiale. L’application

€(z) =0 pour = # 1,
e(l)=1

est une augmentation de l'algebre A. En reprenant les notations précédemment introduites,
pour n > 0, les applications dans la résolution d’Anick sont :

0 KCh) @A — K(Cho1)®A
ft®l — fot

Démonstration. On montre la propriété 2.3.1 par récurrence sur l'indice n. Tout d’abord, par
définition de la résolution d’Anick :

do(x®@1)=x—ne(x) ==

Supposons que 'application d,_1 soit de la forme attendue. Soit g|t|t une n-chaine. Par
définition de la résolution d’Anick, on obtient :

Sn(glt'|t) = glt' ®t—op_10n-1(glt’ ®1)
= gt @t—o0,_1(g@1t't)

Or le monome t't est réductible par définition d’une n-chaine. Comme l’algebre est monomiale,
le terme t't se réduit en 0, ce qui donne ’étape de récurrence. O
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Chapitre 3

Confluence des opérateurs

Dans ce chapitre, nous détaillerons la seconde des approches considérées (Berger). Nous com-
mencerons par introduire les opérateurs de réduction. Nous construirons ensuite une structure de
treillis sur ’ensemble des opérateurs de réduction. Cela nous permettra de définir la confluence
des opérateurs de réduction. Ensuite, nous mettrons en évidence le lien entre confluence des
opérateurs et confluence des systémes de réécriture. Enfin, nous appliquerons cela au cas des
algebres quadratiques, ce qui ous permettra de définir les bases X-canoniques.

3.1 Opérateurs de réduction

On se donne un K-espace vectoriel V' de dimension finie . On s’en donne une base (X, <)
totalement ordonnée, ses éléments sont appelés X -générateurs. On peut étendre cet ordre a tout
I’espace V. On définit un ordre < sur V' : pour deux éléments a,b € V'

b<asib=0ouhg(b) <hg(a)

avec hg(a) le plus grand X-générateur de a dans sa décomposition dans la base X. Bien que
l'ordre < sur la base X soit total, 'ordre < engendré sur ’espace V' est partiel.

Définition 3.1.1. Une application linéaire T : V' — V est appelée opérateur de X -réduction,
si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

1. T? =T,

2. pour un élément x de la base X, soit T(x) = x et x est alors appelé T-réduit, ou soit

T(x) < x et x est alors appelé T-non réduit.

On note Lx (V') 'ensemble des opérateurs de X-réduction. Pour un opérateur de X-réduction
T, on définit Red(T") I'espace vectoriel engendré par les éléments T-réduits de la base X. De
fagon similaire, on définit NRed(7") I’espace vectoriel engendré par les éléments T-non réduits
de la base X. On a alors

V = Red(T) ® NRed(T)

Proposition 3.1.1. Soit 7" une X-réduction.

1. Red(T') = Im(T).

2. V=ker(idy —T) @kerT.

3. tdy — T : NRedT — kerT est un isomorphisme.
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Démonstration. Pour montrer que Red(7") = Im(7'), on montre les deux inclusions. Si x est
un élément réduit de la base X, alors + = T'(z) donc 1’élément x est sa propre image par 7.
Réciproquement, si le vecteur de base = est dans 'image de T, alors il existe un élément y de
'espace vectoriel V tel que x = T'(y). Comme on sait que 72 = T, on a donc :

T(x)=T*(y) =T(y) ==

D’ou I'égalité
Red(T) = Im(T)

Comme T? = T et Im(T) = Red(T), I'opérateur de X-réduction T est une projection de V'
sur Red(7"). Les deux propriétés suivantes en découlent directement. O

Proposition 3.1.2. Soit 7" une X-réduction.
1. Pour a,b €V, sia <b, alors T'(a) < b.
2. SiT et U sont deux X-réductions telles que ker(U) C ker(7T'), alors Red(7") C Red(U).

Démonstration. Prenons deux éléments a et b de l'espace vectoriel V tels que a < b. Soit
T(a) = a si I'élément a est dans I'espace vectoriel Red(T'), soit T'(a) < a sinon. Par conséquent,
on a bien T'(a) < b.

Démontrons maintenant le deuxiéme point. Prenons un élément x de Red(T") et supposons
qu’il soit également dans NRed(U). Comme ’application U est un opérateur de X-réduction,
on sait que U? = U. Par conséquent, I’élément z — U(z) est dans le noyau de I'opérateur U,
donc par hypothese dans celui de 'opérateur T'. On sait donc que x = T'(z) = TU (z). De plus,
on a supposé que I'élément x était dans NRed(U), donc U(z) < z, et donc T'(U(z)) < x par la
propriété précédente.

On a donc a la fois T(U(x)) < x et T(U(x)) = . Ceci n’est possible que si x = 0.

On vient de démontrer que Red(7T) N NRed(U) = {0}, ce qui démontre le dernier point : il
suffit de décomposer un élément de Red(7') comme la somme d’un élément de Red(U) et d'un
élément de NRed(U). O

Théoréme 3.1.1. Soit £L(V') 'ensemble des sous-espaces de V. L’application

T +— ker(T)

est une bijection.

ker(U), par la proposition

Démonstration. Commengons par montrer U'injectivité. Si ker(T") =
Im(U ) Les opérateurs T et U

précédente, on a aussi Red(T) = Red(U), c’est-a-dire Im(7T") =
sont donc les mémes projections. Donc T' = U.

On montre maintenant la surjectivité. Prenons E sous-espace vectoriel de V. On définit X
comme un sous-ensemble de la base X tel que ’espace engendré par X; soit supplémentaire a
FE dans V. On définit ensuite I'opérateur T comme étant la projection de V sur le sous-espace
K(X1) et dont le noyau est le sous-espace E. L’opérateur T" ainsi construit convient bien. [

On pourra se référer a [9] pour une introduction a la théorie des treillis. L’espace £(V) muni
des lois C (inclusion des espaces), + (addition des espaces), N (intersection des espaces) et de
la relation d’ordre « étre un sous-espace » est un treillis. On transporte cette structure sur
lespace Lx (V) :

T <U si kerU C kerT.
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On définit également T AU et T'V U par
ker(T'AU) = ker(T') + ker(U) et ker(T'V U) = ker(T') Nker(U).

La bijectivité de I'application fx garantit I'existence et I'unicité des opérateurs TV U et T AU
ainsi définis.
Définition 3.1.2. Soient V; et V5 deux espaces vectoriels munis respectivement des ordres <;

et <9. Un anti-isomorphisme f : Vi — V5 est un isomorphisme tel que, pour deux éléments v et

w de V7,
siv <j w, alors f(w) <2 f(v)

Le morphisme 0x est en fait un anti-isomorphisme. On a les relations d’ordre suivantes sur
L(V):

TV

Q

ker(T)/ \ker(U) )'T/ \U
~ N

ker(T') + ker(U) qui donnent sur Lx (V) :
)

TN

c

ker(T") Nker(U)

Proposition 3.1.3. Pour T et U deux X-réductions, on a :
1. Oy <T <idy.
2. T < U si, et seulement si, TU =T.
3.siT <U,alors UT =TU.

Démonstration. On utilise systématiquement la bijectivité de I’application fx qui nous permet
de raisonner en termes de noyaux d’opérateurs de X-réduction plutét qu’en termes d’opérateurs
directement.

Pour le premier point, pour tout opérateur de on a :

ker(Oy ) + ker(T) =V = ker(0y ) et ker(T) + ker(idy ) = ker(T)

Montrons d’abord le sens indirect du second point. Si ker(TU) = ker(T),
comme ker(U) C ker(TU), alors ker(U) C ker(T).
On s’intéresse maintenant au sens direct. Supposons que ker(U) C ker(7T'). Prenons un élément
x de ker(T), il s’écrit alors & = U(y) + z ol z est un élément de ker(U). Comme U? = U,
on a donc TU(z) = TU(y). Comme on a l'inclusion ker(U) C ker(T), on sait également que
T(z) = 0. Or, on a également

0=T(2) = TU(y) + T(2) = TU(y) = TU (),

on sait donc que ker(7T') C ker(TU).
Réciproquement, donnons nous un élément = de ker(7'U), il s’écrit z = U(y) + z ol z est un
élément de ker(U) C ker(T'). Par conséquent :

T(x)=TU(y)+T(2)=TU(y) =TU(y) + TU(2) =TU(x) = 0.

Ceci prouve l'implication réciproque ker(T'U) C ker(T'), et donc TU =T.
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Pour démontrer le dernier point, il ne reste plus qu’a montrer que si ker(U) C ker(T), alors
ker(UT) = ker(T).

On a bien entendu 'inclusion ker(7') C ker(UT'). Prenons maintenant un élément = de ker(UT),
cela signifie que T'(z) est dans le sous-espace ker(U) C ker(T'). Donc 0 = T?(x) = T(z) et donc
I’élément = est aussi dans le noyau de 'opérateur T. O

On introduit I’application

x : Lx(V) — P(X)
T — Red(T)

ot P(X) est 'ensemble des parties de X.
On introduit également

LY(V) = {T e Lx(V)NRed(T) = ker(T)},
= {T € Lx(V)|[T]x est diagonale },

ou [T]x désigne la matrice de 'opérateur T' dans la base X. Ces deux expressions de 1’ensemble
Et;(“i(V) sont bien équivalentes. En effet, supposons que la matrice [T]x est diagonale. Rappelons
que cette matrice ne comporte que des 0 ou des 1 sur sa diagonale. Soit = un vecteur de la base
X. Soit le vecteur x est T-réduit et donc T'(z) = x, soit le vecteur x est non réduit et alors
T(z) = 0. Par conséquent, on a bien NRed(T) = ker T'. Réciproquement, pour un vecteur x
dans la base X, soit x est réduit et alors T'(x) = z, soit x est non-réduit et alors par hypothese
T'(x) = 0. La matrice [T]x est alors bien diagonale.

Proposition 3.1.4. 1. Pour T et U deux X-réductions , si T' < U alors Red(T") C Red(U)
2. L’application mx est surjective
3. L’application wx est non injective

Démonstration. Pour le premier point, on a montré précédemment que si T < U,
alors TU = UT = T. Par conséquent, pour un élément x du sous-espace Red(T) :

x=T(x)=UT(z) =U(x).

Donc Red(T") C Red(U).

On considére maintenant le second point. Pour montrer la surjectivité, on se donne un sous-
ensemble P de la base X. On définit I’application linéaire T" sur les vecteurs z dans la base
X

T(xz)=xzsizeP

T(x) = 0 sinon
Un tel morphisme T est bien un opérateur de X-réduction. Par conséquent, ’application wx est
surjective. En fait, I'application wx restreinte a C?g"(V) est un isomorphisme entre ’ensemble
LEHV) et le treillis P(X).

Pour le troisieme point, considérons les deux opérateurs de X-réduction 7" et U donnés par
leurs matrices dans la base X = {x < y} :

o) ()

On a alors Red(7T') = Red(U) = K(z), mais les deux opérateurs sont distincts. O
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Une conséquence est que 'application mx n’est pas un morphisme de treillis et on a juste
pour 1" et U deux opérateurs de X-réductions :

Red(T v U)

Red(T) 4 Red(U)
/ \
Red(T) Red(U)
\ | /

Red(T) N Red(U)

Red(T AU)

Exemple 3.1.1. Nous avons indiqué que ’application wx n’est pas un morphisme de traillis.
Nous allons en donner un contre-exemple. Considérons ’algebre

A = (z,ylay — 2%, y* — 2?)

On note V I'espace engendré par les générateurs z et y et E le sous-espace vectoriel de V®?
engendré par les deux relations zy — 22 et y?> — 2. On se donne l'ordre z < y qu’on peut étendre
a tout l'espace vectoriel T'(V'). On pose

XO —fzoyryeX} et XO ={z0ye 2,y 2e X}

Les ensembles X ) et X(®) sont des bases respectivement de V&2 et V®3. On pose S l'opéra-

teur de X @-réduction dont le noyau est E. L’opérateur S est bien défini par la bijectivité de

Iapplication (2. On définit les opérateurs de X ®)-réduction S; = S ® idy et Sy = idy ® S.
Nous allons montrer que

Red(S1 A S2) & Red(S1) N Red(S2).
Calculons d’abord les noyaux des opérateurs S, S7 et S :
ker(S) = Ki{(zy— %), (4 — 22),

ker(S1) = K((zyz —a?), (zy? — 2%y), (v°x — 2%), (y° — 2°y)),

ker(S2) = K((2y —a°), (xy? — o), (yzy —ya2®), (v° — y2?)).
Comme 'opérateur S A Sy est défini par ker(S; A S2) = ker(S1) + ker(S2), on connait :
ker(S1 A Sp) = K{(zyz —z?), (zy? — 2%y), (2%y — 23), (xy? — 23), (y2z — 2°), (° — 2%y),

(yay —ya?), (y° — ya?))
= K((zyz —2°), (a%y — 2°), (2y® — 2%), (’z — 2°), (y° — 2?y), (yzy — ya?), (y° — ya?))

Par conséquent, dim(Red(S; A S3)) = 1.
On a également :

Red(S) = K(z% yz)

Red(S1) = K(z% ya?, 2%y, yry)

Red(S:) = K(z* ayz,ya®, y’z)
Red(Sy) NRed(Sy) = Ko, ya?)
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On a donc bien
Red(51 A SQ) & Red(Sl) N Red(SQ)

Définition 3.1.3. On a montré que 'application mx n’était pas un morphisme de treillis, on
peut donc écrire :
Red(T) NRed(U) = Red(T AU) @ Obs.]
(Red(T) + Red(U)) & Obs™"Y = Red(T v U)

amb
O Obs™Y et Obs™'Y sont appelés espaces d’obstruction.
red amb

Proposition 3.1.5. Pour T et U deux X-réductions, on a

dim(Obs™Y) = dim(0bs™V).

red amb

Définition 3.1.4. On appelle défaut de confluence du couple (T,U), noté defc(T,U) la di-
mension des espaces d’obstruction :

defo(T,U) = dim(Obs”Y) = dim(Obs> %))

amb

Démonstration. 11 s’agit d’un simple calcul de dimensions en utilisant le fait que pour tout
opérateur R de X-réduction, on a V' = ker(R) & Red(R).

dim(V) + dim(Obspyy) = dim(Red(T) NRed(U)) + dim(ker(T) + ker(U))
= dim(Red(T)) + dim(Red(U)) — dim(Red(T") + Red(U))
+dim(ker(7T)) + dim(ker(U)) — dim(ker(T") N ker(U))
= 2dim(V) — dim(Red(T") + Red(U)) — dim(ker(7") N ker(U))
On obtient donc :

dim(Red(T) 4 Red(U)) — dim(ker(T) N ker(U)) + dim(Obs ;%) = dim(V')

Ce qui donne
dim(Obs %) = dim(Obs. b))

amb

3.2 Confluence des opérateurs
On considere un espace vectoriel V' et une base totalement ordonnée X de V.
Définition 3.2.1. Pour 7" et U deux X-réductions, (T',U) est dit confluent si defc(T,U) =0

Proposition 3.2.1. Pour T et U deux X-réductions :
1. SiTU = UT, alors (T,U) est confluent.
2. Si (T,U) est confluent et Red(7T") C Red(U), alors T' < U.
3. SiT #U et si Red(T') = Red(U), alors (T, U) n’est pas confluent.
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Démonstration. Pour démontrer 'assertion 1, on calcule le défaut de confluence des opérateurs
T et U. Tout d’abord, on montre que

TU =UT =T AU

11 suffit donc de montrer que ker(UT') = ker(U) + ker(T"). Prenons deux éléments z et y respec-
tivement de ker(U) et ker(T"), on a alors :

UT(x+y)=UT(x)+UT(y) =TU(z) +0 = 0.

Par conséquent, I’élément x + y est dans le noyau de 'application UT. Récipoquement, prenons
un élément z de ker(UT') = ker(T'U), on peut écrire z = a+b+1¢ ol a et b sont dans les noyaux
respectivement des opérateurs T et U et ou ¢ n'est pas dans Red(U) N Red(T"). On sait alors
que I’élément t est T' et U-réduit, par conséquent :

0=TU(2)=TU(a+b+1t)=04+0+TU(t) =1t.
Ce qui nous donne ’égalité entre opérateurs cherchés. Montrons maintenant que
Im(UT) = Im(T) N Im(U)

Comme UT = TU, on sait que Im(UT') C Im(7T) N Im(U). Prenons maintenant un élément y
dans l'intersection Im(7") N Im(U). Un tel élément peut s’écrire T'(x) = U(z) =y, et donc :

y=T(x)=T*z)=T(y) =TU(z) = UT(2).

Par conséquent, le défaut de confluence des opérateurs T" et U est bien nul.
On montre maintenant ’assertion 2. Pour cela, on constate que par définition T AU < T,
or, on sait également que

Red(T AU) = Red(U) N Red(T) = Red(T).

Comme de plus pour tout opérateur S de X-réduction V = Red(S) @ ker(S), on obtient donc
ker(T'AU) = ker(T) et donc TAU =T. Or, comme T'AU < U, on obtient le résultat souhaité.

L’assertion 3 s’obtient a partir de I'assertion suivante. Prenons deux opérateurs 1" et U tels
que T # U et Red(T') = Red(U), et supposons de plus qu’ils soient confluents. Par la propriété
précédente, on obtient "< U et U < T, ce qui vient contredire T # U. O

3.3 Lien avec les systemes de réécriture

On considere un espace vectoriel V' et une base totalement ordonnée X de ’espace V. On
se donne pour cette section un ensemble de X-réductions deux a deux distinctes sur V :

P={Ty,...,T,}

On peut lui associer une relation de réécriture L. Soient deux éléments a et b de V. On dit
que a se réécrit en b par P si il existe un indice ¢ € [1,n] tel que a ¢ Red(T;) et b = T;(a). On
note
P
a=b
11 suffit en fait de définir cette relation uniquement sur la base X pour I'obtenir sur tout ’espace
vectoriel V.
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s . P P . . i .
Proposition 3.3.1. La relation de réécriture —> ainsi définie est terminante.

. . . P P ,
Démonstration. La relation de réécriture = est engendrée par

O{x —T;(x)|z € X N NRed(T;)}
i=1

On étend l'ordre total sur X en un ordre sur V. Soient b et ¢ deux éléments de V, ils s’écrivent
comme b =Y 1" biz; et ¢ => " ¢;z;. On dit que b < ¢ 8'il existe 0 < k < m tel que pour tout
J<k,

bjzoethzoetbk#OetckZO

Cet ordre sur V est bien-fondé car I'ordre sur X est total.

On consideére maintenant un élément a de V' = Red(T;) & NRed(T;) tel que a ne soit pas
dans Red(T;), cela signifie que a s’écrit comme ar + ay ou ar est dans Red(T;) alors que ay
est un élément non nul de NRed(7;). On obtient donc

Ti(a) = ar + Ti(an)

Comme 'ordre < sur V correspond a l'ordre initial sur X, et comme pour x € X N NRed(T;)
on a Tj(z) < x, on obtient T;(ay) < an. Ceci donne donc Tj(a) < a. On en conclut donc que la

. iy P . .
relation de réécriture = est bien terminante. O

Définition 3.3.1. Une P-composition est une application linéaire S : V' — V qui s’écrit comme
la, composition d’opérateurs de I’ensemble P :

S=T...T,
ous>1,1<i, <npourke][ls].

Définition 3.3.2. On se donne deux P-compositions S = T;,...T;, et 8" = T},...T;,. On dit que
la P-composition S’ est incluse dans S si t < s et, pour tout k € [1,t], on a iy = ji.

Exemple 3.3.1. Donnons-nous P = {T1,T5,75,7,} un ensemble de X-réductions. On définit
trois P-compositions :

S = T3T4T5T5T S = ToT5T, et S’ = VEYE

La P-composition S’ est incluse dans S, alors que ce la P-composition S” n’est pas incluse dans

S.

Proposition 3.3.2. Soient deux éléments a et b dans I'espace vectoriel V. L’élément a se réduit
en ’élément b par P si, et seulement si, il existe une P-composition S telle que S(a) = b.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe de la définition de la relation de réécriture.
O

On pose
n
Red(P) = (| Red(T)
i=1
On avait défini ’espace d’obstruction de deux opérateurs. On étend cette définition au cas

général :
Red(P) = Red(T} A ... AT},) ® Obsh_,
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Proposition 3.3.3. Un élément b de l'espace V' est une forme normale pour la relation de

rééeriture = de Pélément a si, et seulement si, il existe une P-composition S telle que S(a) = b
et b € Red(P).

Démonstration. Un élément b de ’espace V' est une forme normale de 1’élément a si, et seulement

*
si, a :P> b et b est T;-réduit, pour tous les indices 1 < ¢ < n. La premiere condition est
équivalente a l'existence d’'une P-composition S telle que S(a) = b et la deuxiéme condition est
équivalente a b € Red(P) O

Proposition 3.3.4. Soit une P-composition .S, alors
Red(P) C Im(S)

Démonstration. On écrit S = T;,...T;,. Prenons maintenant un élément = dans Red(P). En
particulier, x est dans chacun des sous-espaces Red(7}) ot 1 < j < n, ce qui s’écrit également
Tj(x) = x. Par conséquent S(x) = z, et donc 1'élément x est dans Im(S). O

Exemple 3.3.2. La réciproque est fausse en général. Prenons par exemple la base X = {z,y, z}
et les deux opérateurs de X réductions 77 et T, tels que T1(z) =y, Ta(y) = z et que les autres
vecteurs de la base X restent inchangés. On définit alors l’ensemble P = {T3,7»} et une P-
composition S = T1. On a alors Red(P) = {z} et Red(5) = {y, z}.

Définition 3.3.3. Une P-composition S est dite compléte si Red(P) = Im(S5).

Proposition 3.3.5. Soit S une P-composition. La P-composition S est compleéte si, et seule-
ment si, pour tout entier i € [1,n], on a T;S = S.

Démonstration. Commengons par montrer I'implication directe. Soient i € [1,n] et un élément
x de lespace V. Comme la P-composition S est compléte, on sait que Im(S) = Red(P), donc
S(z) € Red(T;). Ce qui donne T;5(x) = S(z).

Réciproquement, prenons un élément y dans 'image de S : y = S(x). On a donc que pour
tout entier ¢ € [1,n], T;S(z) = S(x) et donc T;(y) = y. Par conséquent, y € Red(T;) pour tout
1 <i<n,et doncy € Red(P). O

Proposition 3.3.6. Soit une P-composition complete S. La P-composition S est un opérateur
de X-réduction tel que Red(S) = Red(P) et S >Th A... AN T,

Démonstration. Commengons par montrer qu’il s’agit bien d’un opérateur de X-réduction. On
peut écrire S = T;,...T},. Par la propriété 3.3.5, on a bien S? = S. De plus, prenons un élément
x de la base X. Si x est P-réduit, alors x est dans I'image de S et peut donc s’écrire z = S(y).
Ceci donne

S(z) = 5%(y) = S(y) = =.
Si z n’est pas P-réduit, alors, il existe k € [1,n] tel que
Til(x):Tw(x)* =T

ig—1 — L

et T (z) <.

Par conséquent S(x) < z. Donc la P-composition compléte S est bien un opérateur de X-
réduction tel que Red(S) = Red(P).

Il reste & montrer que ker(S) C ker(TyA...AT},,) = ker(11)+...+ker(T},). Pour tout opérateur
de X-réduction T, le noyau ker(T") est engendré par les éléments x — T'(z) ol  est un élément
non T-réduit de la base X. On obtient pour un élément x non S-réduit dans la base X :

z—Sx) = z-T,..T ()

=Zm —T;,... T, ()
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Chaque élément de la somme 75, ,...T;, () — T;, ... T;, (z) est dans le noyau de Tj, , ce qui donne
le résultat. [

Théoreéme 3.3.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La relation de réduction — est confluente.
2. Toutes les P-compositions completes coincident.

3. Pour tous entiers distincts ¢ et j tels que 1 < 4,5 < n, il existe une P-composition
contenant T; et Tj.

4. Pour tous entiers distincts i et j tels que 1 < 4,5 < n, il existe une P-composition compléte
contenant T; et Tj.

5. L’opérateur 11 A ... AT, est une P-composition complete.
P _
6. Obsp,y = 0.

Démonstration. On commence par montrer que 1 < 2. La relation de réduction L est
confluente si, et seulement si, tout élément a une unique forme normale par le lemme de New-
man. Or on a vu qu’'un élément b est la forme normale d’un élément a si, et seulement si, il
existe une P-composition S telle que S(a) = b et b était P-réduit. Ce qui donne a : il existe une
P-composition complete S’ telle que S’(a) = b.

Montrons maintenant l'implication 2 = 4. Soit S 'unique P-composition compléte. Pour
tout j € [1,n], ST; = S. En effet, STj est également une P-composition complete. Donc 'unique
P-composition complete contient bien T; et T; pour tous ¢ # j.

L’implication 4 = 3 est immédiate.

Montrons I'implication 3 = 1. Soient i et j deux indices dans [1,n]. Par hypotheése, il existe
une P-composition S telle que S = S;T; = 5;T; ot S; et S; sont deux P-compositions. Ceci

N N s P N
correspond a la confluence locale de la regle de réécriture = et donc a la confluence par le
lemme de Newmann. En effet, prenons également un élément x qui ne soit réduit ni par 7;, ni

z
2N
T Lj
k *

S; S;

$Z7j

par T}, on a :

Nous allons maintenant montrer 'implication 2 = 5. On note I'unique P-composition com-
plete S. Par hypothese, S contient tous les opérateurs de X-réduction 7;. Donc, pour tout
1 <i <mn, on sait que ker(7;) C ker(T"), et donc :

ker(Ty A ... ANT),) = ker(Th) + ... + ker(T;,) C ker(S)

Or, on a également l'inclusion inverse car la P-composition S est compleéte, donc S = ThA... AT},
d’ot le résultat.
On montre ensuite I’équivalence 5 < 6. On rappelle que

Red(P) = (| Red(T}) = Red(Ty A ... ATy,) ® Obs g
=1

L’opérateur de X-réduction 77 A ... AT}, est une P-composition compléete si, et seulement si,
Red(P) = Red(T1 A ... AT), ce qui est équivalent & Obsh,_; = 0 par le rappel fait avant.
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On montre enfin 'implication 5 = 2. Prenons une P-composition compleéte S. On sait alors
que
Red(S) = Red(P) = Red(T1 A ... NT3,),

de plus on sait par la proposition 3.3.6 que ker(S) C ker(71 A ... A T},) et comme pour tout
opérateur de X-réduction 7', V = ker(T') ® Red(T'), on a

ker(S) = ker(T1 A ... N T,).
Donc toute P-composition complete est égale a la P-composition complete 17 A ... A T,. 0

Théoréme 3.3.2. Un couple d’opérateurs de réduction (7', U) est confluent si, et seulement si,
(TU)" = (UT)", et dans ce cas

TAU = (TU)" = (UT)".

Démonstration. La paire (T, U) est confluente si, et seulement si, il existe une unique {7, U }-
composition complete S. Cette P-composition doit contenir 7" et U, elle est donc nécessairement
de la forme S = (TU)? = (UT)? ou p et ¢ sont deux entiers.

Réciproquement, si (TU)" = (UT)", alors il existe une P-composition complete contenant
T et U, ce qui permet d’affirmer la confluence de (T,U).

Pour tout élément v dans lespace V, S(v) est {T,U}-réduit. Par
conséquent, p = q = r = dim(V) convient. Par le théoréme précédent, on sait égale-
ment que

TAU = (TU)" = (UT)".

3.4 Application aux algebres quadratiques

Définition 3.4.1. Une algebre A(V, E) est quadratique si 'espace des relations E est un sous-
espace de V@ V.

Prenons A(V, E) une algebre quadratique, i.e, A =T(V)/I(E).
L’espace tensoriel T'(V') a une graduation naturelle :

TV)=KoVaeV®2ev®Bg. oV ae..
En particulier,

TV) = K,
TWV), = Ve

L’idéal bilatere I(F) engendré par E hérite également d’'une graduation :

I(E)y = I(E) =0,

I(E), = Y V¥QERV®.
i+j+2=n

Cette graduation induit une graduation sur A :

A=A, ot A, =V"/I(E),.
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Soit une base de V' totalement ordonnée (X, <). On appelle X-monoéme tout mondme non
commutatif en les éléments de la base X. On note X (™ la base de V&"

X = {wi xiy...wy, | 2, € X pour 1 < j < n}

Notons que tous les X-monomes dans la base X sont de degré n.
Soit S un opérateur de X@-réduction S : V@V — V@V tel que ker S = E. Un tel
opérateur est bien défini grace au théoreme 3.1.1. On pose alors, pour 1 <net 1 <i<n-—1,

S(Z) = idv®(i—1) & S & idv®(n_i_1).
L’application S est donc un opérateur de réduction sur V®". Comme
ker §@ = V@i~ ¢ f g y@n—i-1)
et comme
n—1 )
ker(SW A .o p S7H) = Z ker S,
i=1

on a

I(E)y = ker(SM A .. A 801

On a donc le diagramme commutatif suivant :

yen S A... A gD Jen

V®n/[(E)n — Im(S(l) Ao A 5’(”—1))

Et donc SM A - A S . O YO induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
A, ~ Red(SM A - A S

L’ensemble des classes de X-mondmes de degré n qui sont SM A -+ A S _réduits forme
une base du K-espace vectoriel A,,.

Définition 3.4.2. La base de A = @ A,, obtenue comme réunion de toutes ces bases est
appelée base X -canonique de I'algebre A.

On rappelle qu’on s’est donné un opérateur de X @-réduction S: V@V — V@V tel que
ker S = E. On définit deux opérateurs de X 3)-réduction :

S1 =5 ®idy, So =idy ® S.
Définition 3.4.3. L’algeébre A est X -confluente si (S1,52) est confluent.

Proposition 3.4.1. Si lalgébre A est X-confluente, alors SU), ..., 51 sont deux-a-deux
confluents.
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Démonstration. Soient ¢ et j deux entiers tels que 1 < i < 5 < n.
Sij—1i>2, onaalors:

S(Z)S(]) = idv®i—1 ®RS® idv®j—i—2 RIS® idv®n—j—1 = S(J)S(Z)

Si j =i, le résultat est immédiat.
Sij=14+1, on a alors
S(l) = idv®i—1 (9 Sl [ idv@n—i—Q

et
S(j) = idv®i71 ® Sy ® ’L'dv®nfi72-

Par conséquent, on obtient :
(S(i)S(j))T = idyei-1 @ (5152)" ® idyen—i-2,

idyei-1® (SQSl)T ® idyen—i—2
= (8Wghnr,

O]

Par définition, un élément de degré n de la base X-canonique est un monome
(S(l) A A S("_l))—réduit. Or, par la propriété précédente :

Red(SM A - A D) = Red(SM) M-+~ N Red(5T V).

Par conséquent, un élément de la base X-canonique est un monoéme x;,...x;, ou les lettres Ti;
sont des éléments de la base X tel que pour tout 1 < j < n — 1, le sous-terme z;,x;,,, est
S-réduit.

Définition 3.4.4. L’algebre A(V, E) est dite faiblement confluente s’il existe une base X de V'
telle que A est X-confluent.
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Chapitre 4

Résolutions linéaires libres, koszulité

4.1 Graduation

On renvoie vers [15] pour les définitions suivantes.

Définition 4.1.1. Etant donné un anneau gradué R, un R-module gradué M est un R-module
M tel qu'il existe une famille de R-modules {M,,|n € N} qui vérifie

M =P M,
neN
et pour tous entiers n et m
R M, C My+m

Définition 4.1.2. Le produit tensoriel de deux modules gradués L et M est le module gradué
donné par :

(L&M)p= > L,® M,
ptg=n

Définition 4.1.3. Etant donnés L et M deux modules gradués, un morphisme f : L — M de
degré d est un morphisme de modules tel que pour tous entiers n

f(Ln) - Mn+d-
Remarque 4.1.1. Si Uentier d est négatif, cela signifie que pour tout entier n < |d|,
f(Ly) =0.

Définition 4.1.4. Une algébre graduée A est un K-module gradué A muni de deux morphismes
de K-modules
m:ARQA —->A e e:K— A

chacun de degré nul, tel que les deux diagrammes suivants soient commutatifs :

1®m

AARA —"" SAQA
m®1l lm
A®A m A

et :
KA ——A——A®K

e®1l ll@e

A®Am4>A<7mA®A
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Remarque 4.1.2. On trouve également la définition équivalente suivante. Une algebre graduée
A est une algebre A telle qu’il existe une famille d’espaces vectoriels {A,,|n € N} qui vérifie

A=PHA,

neN

et pour tous entiers n et m
AnA,, CApim

Définition 4.1.5. Une algébre graduée augmentée (A, €) est une algebre graduée A munie d’un
morphisme € : A — K d’algebres graduées.

Définition 4.1.6. Un compleze gradué (X, ds) de modules est une suite de modules gradués
(X5 )neny munie de morphismes de degré nul

8n : Xn — Xn—l

tels que pour tout entier n, Im(9,41) C ker(9,). Si de plus cette inclusion est une égalité, on
parle de résolution graduée.

Définition 4.1.7. Un module bigradué B est une famille de modules B, :

B ={By4lp €N, qeN}

4.2 Tor gradué
Définition 4.2.1. On se donne une algebre graduée A. Un complexe de A-modules a droite
..>P, P, 1—...> PP —>FP—0

est dit minimal si les applications

Pooa K8 P @a K

sont nulles. Si le complexe est exact, on parle de résolution minimale.

Définition 4.2.2. On se donne une algebre graduée A et un A-module M. Le module M est
dit concentré en degré n, si chacun de ses élément est de degré n. Cela signifie

M = M,

Définition 4.2.3. On se donne une algebre graduée A et un A-module M. Le module M est
dit pur en degré n, s’il existe un module IV,, concentré en degré n tel que

Définition 4.2.4. On se donne une algebre graduée A et un A-module gradué M. Une réso-
lution
..>P, P, 1 —... > PP —>M—0

de modules gradués libres est dite résolution linéaire libre si chaque P, est pur en degré n.

Lemme 4.2.1. Les résolutions linéaires libres sont minimales.
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Démonstration. Donnons-nous une résolution linéaire libre :

0, 0 0
P, S P 2 P ! M 0

Les modules P,, sont purs en degré n, c’est a dire que chaque module P, s’écrit
P,=N, Qk A

ou N, est un module concentré en degré n.
Pour tout entier n et pour tout élément x du module N,,, on peut décomposer 9, (z® 1) en :

Op(z®1) = Z YRz
YR®2EN, _1QKA

Le morphisme 0,, est de degré nul, le terme z ® 1 est de degré n, par conséquent chacun des
termes y ® z apparaissant dans cette décomposition est de degré n. Or par définition, dans un
tenseur pur y ® z du module N,,_1 ®k A, le terme y est de degré n — 1 et donc le terme z est
de degré 1, il n’est donc pas dans le corps K, ce qui donne que pour tout entier n et pour tout
élément x du module N, :

<8n X lK)(JZ) =0

Par conséquent la résolution est minimale. O

Définition 4.2.5. Soit A une algebre. On se donne un A-module a droite M et une résolution
projective Py de M. On se donne également N un A-module a gauche, on a alors un complexe
P, ®a N, qui a priori n’est pas exact. On définit alors :

Tor®(M,N) = H,(P, ®a N)

Remarque 4.2.1. La définition de Tor(M, N) ne dépend pas de la résolution projective
choisie.

Remarque 4.2.2. Si de plus l'algebre A et les modules M et N sont gradués, alors pour tout
n > 0, Tor;-’}j(M ,N) est un module bigradué. En effet, si le module M est gradué, alors il est
possible de considérer une résolution projective graduée, c’est-a-dire que chaque module P, de
la résolution est également gradué. Par conséquent, pour tout n, le module P, @ o N est gradué :

J
(Pn XA N)j = @Pn,i XA Njfi
i=0
ot P, ; = (P,);. On peut considérer le module Tor (M, N) également comme un module gradué

Tor*(M,N) = P Torf (M, N).
JEN

Proposition 4.2.1. Soient une algebre graduée A et un A-module M. Le module M possede
une résolution linéaire libre si, et seulement si, Tor;-fj(M ,K) =0 pour i # j.

Démonstration. Supposons que le module M possede une résolution linéaire libre :

...—>Pnﬁ$Pn,1—>...—>P1ﬂ>M—>0
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telle que les modules gradués libres P, sont purs en degré n. Alors, comme le corps K est de
degré nul dans l'algebre A :
(ProaK); = PojoaK
B P,n@aKsin=j
- losin#£j
On rappelle que
(Hi(Ps ®a K)); = (ker(6));/(Im(di41));

Or ker(d;) est un sous-espace de P; ® s K, donc on obtient Torfj(M JK)=0s1i#j
Réciproquement, supposons que Torfj (M,K) = 0 pour i # j. Par définition, on a la suite
exacte :

o —— Tor®(M,K) —— Torf | (M,K) —— -+ —— Tor(M,K) —— Tor{ (M, K) —— 0

On définit le module
X; = Tor®(M,K) @g A

On rappelle que le tenseur . ®x A est exact a droite. Par conséquent, on a la suite exacte :

'“4)Xn4>Xn_1 X1 XO 0
De plus, comme Torg* (M, K) = M ®4 K, le module Xj est le module
Xo=MIrnKgA=M

Par conséquent, on obtient résolution du module M par les modules X,, qui sont de plus
purs en degré n par définition, ce qui donne la réciproque. ]

4.3 Définition de la koszulité

Définition 4.3.1. L’algebre A est de type koszul si le corps K admet une résolution linéaire
libre (en tant que A-module)

Remarque 4.3.1. Par la propriété 4.2.1, L’algebre A est de type koszul si, et seulement si,
pour tout i # j,
Tor;% (K,K) =0

Berger généralise la définition de la koszulité dans [6].

Définition 4.3.2. L’algebre A est s-koszul (pour s > 2) si pour tout n > 1, le groupe
Tor (K, K) est concentré en degré J(n) ou J : N — N est la fonction définie par :

J(2m) = ms
J2m+1)=ms+1

Autrement dit, 'algébre A est s-koszul si pour tout n > 1 et pour tout j # J(n)

Torﬁ}j (K,K)=0
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Exemple 4.3.1. Reprenons 'exemple 1.4.2 dont nous avions calculé la résolution d’Anick dans
I’exemple 2.3.1. Rappelons la résolution d’Anick que nous avions calculée :

don (Wan+1(z, 22) ®1
Son(w2n(z,2%) |y’ @ 1
Soni1(Wonya(z,22) @1
Fon 1 (wan (2, 2%) |y’ @ 1

pour n > 1.

1@z

1®y

1®2

z®z2—az®yz—|—:ﬂ®m2+y®y2
z®y3fz®$yz+z®x3+x®y22fx®x2zfy®y2,z
wan(2,2%) ® 2 + wan-1(2,2°)|y° ® 1

won (2, 2%) @ (2% + y° — zyz) — won_1(2, 2°%) |y ® 2
Wan+1(2,2%) ® 22 + wan(z, 2%) P @ 1

want1(2,2%) @ (2° +y° — 2y2) — wan (2, 22|y’ @ 2

On peut maintenant calculer I’homologie associée. Pour cela, on tensorise par K au dessus

de A :

(b0 ®a 1x)(z) = do(y) =do(z) =0
(01 ®a 1x)(2]2%) = dizly®) =0
(0 ®a 1K) (Wnt1(2,2%) = wp-1(z,2%)|y°
(0n, @A 1g)(wn(z, Z2>‘y3) =0

On peut donc calculer ’homologie associée :

oun > 1.

Tor®(K,K) = kerd,_1/imd,

K

Kz, y,2)

K(z[2%, 2[y°) /K (zly®) = K(2]2*)
K(wn-1(z, 2%)|y°) /K{wn-1(z, 2)|y*) = 0

Par conséquent, cette algebre est 3-koszul.
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Chapitre 5

Koszulité des algebres quadratiques

Dans toute cette partie, nous ne considererons que des algebres A quadratiques. Une algebre
A(V, E) est quadratique, si E C V®2. Une lgébre A(X, R) est quadratique, si les relations dans
I'ensemble R sont quadratiques : R C X®2. Nous appliquerons les approches d’Anick et de
Berger au cas des algebres quadratiques. Nous introduirons également la notion de bases de
Poincarré-Birkhoff-Witt. Nous montrerons que ces trois approches sont équivalentes dans le cas
des algebres quadratiques pour montrer la koszulité d’une algebre.

5.1 Base de Grobner quadratique

Théoréme 5.1.1. Une algebre monomiale quadratique est de type koszul.

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe de la proposition 2.3.1. O

Théoréme 5.1.2. Soit A(X,R) une algebre telle que le systéeme de réécriture (X, R) soit
convergent et tel que les relations dans ’ensemble R soient quadratiques. L’algebre A est de
type koszul.

Démonstration. Si toutes les relations de R sont quadratiques, alors toutes les n-chalnes sont
de longueur n 4+ 1 pour n > 0. Dans la résolution obtenue en tensorisant la résolution d’Anick

o Ay —— Ay A Ao 0
chaque module A; = K(C;_1) ®K A est pur en degré i. On rappelle que
Tor;j(K,K) C A; @A K =K(Ci-1)

et par conséquent, tous les espaces Tor; ;(K,K) sont concentrés en degré i. Donc I'algebre A
est de type koszul. O

Remarque 5.1.1. 1l existe des algébres A (X, R) de type koszul, telles que les relations dans
Pensemble R soient quadratiques, mais telles que le systéme de réécriture (X, R) ne soit pas
convergent. Donnons en un exemple :

Exemple 5.1.1. Dans 'exemple 2.3.4, nous avions calculé la résolution d’Anick associée a
I’algebre
A= (z,y, zlz> +yz = 0,22 + azy = 0)

ou a est un élément du corps K différent de 0. Nous avions obtenu pour I’augmentation



do(z ®

1®x

1)
Soye1l) = 10vy)
h(ylz®1) = yz+zu
d(zly®1) = Z®y+2x®x
Si(yl*@1) = yoi?-—aowy
S(zjz?®1) = z®x2—2x®xz
S (@ 1) = Aoyt Al?e]
bni1(lylz®@1) = Nyez+AN|2?@1
bnp1(on]z]z? ®@1) = A|z®x2—2A|x2®z
Snp1(ylz?®@1) = ANy@z?—al|z? @y

pour n > 1. On obtient alors I’homologie suivante pour n > 3 :

Tory(K,K) = K

Tor(K,K) = K(z,y,2)

Tory (K, K) = Klylz, zly, yl2*, 212%) /K (yl2®, 2|2°) = K{y|z, 2|y)
Tory (K, K) K(Alz|2%, N'ly|2®) /K(A|z]2%, N'ly|a?) =

Cette algebre est donc de type koszul, quelle que soit la valeur de a # 0.

Exemple 5.1.2. Interprétons I’homologie Tor’ (K, K) que nous avons calculée dans I’exemple
précédent a ce qu'’il se passe au niveau des n-uplets critiques. Nous noterons b = —1/a. Tout
d’abord, les relations que nous avions étaient :

TR SR A

En complétant le systéme pour obtenir la base de Grébner, on a rajouté les deux regles :
8 )
yr? == az’y 2x? == —bx’z

Toutes les paires critiques sont confluentes, ce qui nous permet d’introduire les 3-cellules qui
correspondent aux paires critiques :

yzy /Al Jlbv 2y
% _mQy

P
\\/&yz{x yz

—byz?z
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On constate que la relation  est un bord de la 3-cellule A;, par réduction homotopique, on
peut supprimer simultanément A; et . De fagon similaire, on peut supprimer simultanément
la relation ¢ et la 3-cellule By. Par contre, on ne peut pas supprimer les 3-cellules Cy et Dy
car les réductions « et 8 n’apparaissent pas comme bord de ces 3-cellules. Rappelons que nous
avions calculé que le groupe d’homologie Ha(A,K) était K(y|z, z|y), ce qui correspond aux
paires critiques qu’on n’a pas pu supprimer en méme temps qu'une 3-cellule par réduction
homotopique.

Considérons maintenant ce qu’il se passe au niveau des triplets critiques :

yzyz, yzyx?, 2yzy, 2yzxc.

Nous allons étudier les 4-cellules associées a ces triplets critiques. Comme toutefois il est
impossible de les représenter en 3 dimensions et de fagon lisible, nous avons choisi de les ouvrir
en représentant d’abord une face puis une autre.

Tout d’abord, pour le premier triplet critique yzyz, on obtient la 4-cellule :

2 2
—xyz QYZ_> —T Y2 —— 2
Yz PN —22q / \
b
\ F\Y\Z —Dy As Yyzyz = zt
yayf —y 3 __~

= bya’z s = \
Yz 2=" 9
s Yzx ox
By 9
Yz 9 —Qox
—Yzx
Considérons maintenant le triplet critique zyzy, on obtient la 4-cellule :
2 2 b 2
—0
By [ Y bCy By Y=y = e
2Yzy 2OY==5 g%y b2 = \ /
2 2
by 2yB 7 bayx bBx
ZA1 b/@ 9
2y by 72 T

Dans le bord de la 4-cellule A5 apparait une seule fois la 3-cellule D1, de plus, la cellule Dy
y apparait sans contexte. Cela signifie que la 4-cellule Ay permet d’exprimer D; en fonction de
A et By. De facon similaire, la 4-cellule By permet d’exprimer C; en fonction de A; et B;. On
avait trouvé I’expression suivante :

H3(A,K) = K(y|z|2?, z|y|z?) /K(y|z|2?, z|y|z*) = 0
avec I'image de dy = 63 ® 1x donnée par :

Sa(zlylzly) = —bzly|a?
5 (ylzlylz) = ylz|2?

Si on considére maintenant le triplet critique yzyz?, on obtient la 4-cellule :
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aox’y

ayzxy —_aox’ y
y% aydy D % W /
a ar o
/ v ! Dy yzyx’ —ax Yy

yzyx? yC1  yalzy =—="2Y—= az? yzy = \
yB? / = —z%yz? 27
ya*f
bym4
) b’ya:2
Al.’E
ayz?

De méme, considérons le triplet critique zyzz?, on obtient la 4-cellule :

—bBa22

1) —
Zy/ 22 0 o 5ZW
= 5

zyza? 2Dy zatyz 0y

- _ /
2% —ba?
4 22
2

Dans chacun des bords de ces 4-cellules apparaissent les 3-cellules Ay, By, C7 ou D mais a

chaque fois qu’elles apparaissent, c’est avec un contexte, elles ne sont donc pas réductibles.

Toutefois, on s’attend & trouver des 5-cellules qui permettent de réduire les 4-cellules Do et Cs.
Plus généralement, pour n > 3, on avait trouvé :

Hy (A, K) = K(A[2]a?, N'lyla®) /K(A|2|2%, A'ly|a?) =

On s’attend a ce que les n-cellules de sources les n-chaines wy, (y, z)|2? et wy,(z, y)|z? permettent
de réduire les (n — 1)-cellules de sources les (n — 1)- chaines wy(y, z) et wy, (2, Y)

5.2 Complexe de Koszul, Distributivité

La définition originale de la koszulité a été introduite par Priddy [17]. On pourra se référer a
[14] pour une preuve que toutes les définitions données sont équivalentes. Soit (A(V, E), €) une
algebre quadratique augmentée. Commencons par introduire le complexe de Koszul.

Définition 5.2.1. Le complexe de Koszul est le complexe K¢ — K — 0 ot pour n > 0

Kn:A®< N V®i®E®V®j)

i+j+2=n
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FIGURE 5.1 — Complexe de Koszul : le complexe est représenté en bas en noir. Les graduations
de 0 & 4 sont représentées au dessus. En bleu (au dessus), on a représenté les images graduées
des applications et en rouge (en dessous) les noyaux pour les graduations 3 et 4. Les noyaux
des applications sont représentés par la parabole
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On donne également les morphismes d, : K,, — K,_1. L’application dy correspond a l'augmen-
tation e. L’application d; correspond au morphisme de A-modules & gauche induit par I'inclusion
de V dans kere. Pour n > 2, 'application d,, est le morphisme de A-modules a gauche induit
par l'inclusion de ;4 19—, 1 V' © E® V¥ dans ker(d,_1).

Définition 5.2.2. L’algebre A est de type koszul si le complexe de koszul est exact.
On définit de méme que Backelin dans [8] la notion d’algebre distributive.

Définition 5.2.3. Soit A(V, E) une algebre quadratique. L’algebre A est dite distributive si
pour n > 3, le sous-treillis de £(V®") engendré par les sous-espaces E() = V®(i-1) @ F @
yem—i—1) oy 1 <i<n—1,est distributif. C’est-a-dire, pour 1 < 4,5,k <n—1,

EW + (EW nERY = (B + EWYyn (EW + E®)
Cette derniére condition est équivalente & :

EDN(EY + ERY = (ED 0 EWY 4+ (EW 0 ER)

Un résultat important démontré par Backelin dans [8] établit une équivalence entre distri-
butivité et koszulité.

Théoréme 5.2.1. Soit A une algebre quadratique.
L’algebre A est distributive si, et seulement si, I’algebre A est koszul.

Nous donnons une idée de la preuve, pour la preuve détailler on pourra se référer a [8].
Considérons la figure 5.1. On constate que les lignes des degrés 0, 1 et 2 sont exactes.
Considérons maintenant le degré 3. L’application d; correspond a la projection

V®3 V®3
EoV VRE+EQV

ce qui justifie que (Im(dy))s = (kere)s. Calculons maintenant le noyau de l'application d; en
degré 3 :
EQV+VRE
ker(d =
(ker(d1))s oV

L’image de 'application dy est induite par le plongement de V ® E dans V®3 :

VOE EQV+VQE
m(d)s = 5o = Fov

On en conclut donc que (ker(d;))s = (Im(dz))s. On obtient de méme le noyau de da :

(ker(da))s ={z € V@Elz e EQV}=EVNV®E.

L’application ds correspond au plongement de E® VNV ® dans V ® E, ce qui donne également
(ker(dz))s = (Im(ds))s. La ligne en degré 3 est donc également exacte.
Considérons le degré 4. De facon similaire, on obtient que

(ker 6)4 = (Im(dl))4 et (ker(dl))4 = (Im(dg))4
Calculons maintenant le noyau de ’application ds, on a :

{reV2QEzeVQEQV +E®V®?}

E®FE ’
VE2RQEN(VREQRV +EQV®?)
E®E ’

(ker(d2))s =
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On calcule maintenant I'image de I'application ds. L’application ds se factorise en :

V2 e E
FFE

VQEQVNV®2eFE

V2 QE
Ce qui donne

amw»__W®E®VOV@®E%_W@E@VHWM®D+E®E
S ERE B E®FE

Pour que le complexe de koszul soit exact en degré 4, il faut et il suffit donc que
VEZQENVOERV+ERV®) =(VREVNV?RE) +(EeV®nV®gE)
Reprenons les notations données dans la définition 5.2.3 :

EY = EoVe®?
ED=VRE®V
EG) =Vve2gE

La condition se réécrit alors :
E® N (E® + EVY = (E@ nE®)) 4+ (EW N EG)

Elle correspond 4 la distributivité de £(V®4).
En poursuivant ainsi en tous les degrés, on obtient la distributivité pour tous les espaces
L(VEm),

5.3 Distributivité et X-confluence

Donnons-nous une algebre quadratique A(V, E).

Définition 5.3.1. Soit P un ensemble d’opérateurs de X-réduction. L’ensemble P est confluent
si les opérateurs de X-réduction dans P sont confluents deux-a-deux.

Proposition 5.3.1. Soit P un ensemble confluent d’opérateurs de X-réduction. Le sous-treillis
de Lx (V') engendré par ’ensemble P est confluent.

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’étant donnés trois opérateurs de X-réduction S,T et U
deux-a-deux confluents, les couples (S, T'AU) et (S, TV U) sont confluents. Par dualité, il suffit
de montrer que le couple (S, T A U) est confluent.

Dans un treillis, on sait que :

SV((TANU)<S(SVT)AN(SVU)
Nous allons en déduire une inégalité sur les défauts de conflence. L’expression précédente donne

Red(SV (T'AU)) € Red((SVT) A (SVU))
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En remplagant Red((S V T) A (S V U)) par 'expression donnée par la définition de 'espace

d’obstruction ObsgerlT) (SVU), on obtient

Red(SV (T AT)) @ Obsia VY « Red((S v T)) N Red((S v U)).

On note L la partie gauche de cette inégalité et R la partie droite. On obtient :

L = (Red(S)+Red(TAU))&® ObSA(Y;/\U) @ Obs E‘%Se\c/lT) (SVU)’

= Red(S) @ (NRed(S) N Red(T A U)) & Obs's M) @ O\ VU),

mb

Si on considere maintenant la partie droite R, on obtient :

R = ((Red(S)+Red(T))® ObsAmb) ((Red(S) + Red(U)) @ ObsAmb)
C [(Red(S ) + Red(T)) N (Red(S) + Red(U))] & (Obs3Y, + Obs3T ),
C [(Red(S) ® (NRed(S) NRed(T))) N (Red(S) & (NRed(S) NRed(U)))]
(ObSAmb + ObSA’mb)v
C Red(S) @ (NRed(S) N Red(T) NRed(U)) & (Obs3Y, + Obs3T ),
C Red(S) @ (NRed(S) N (Red(T A U) @ Obs ) & (Obs3Y, + Obst )y,

C Red(S) @ (NRed(S) NRed(T A U)) ® (NRed(S) N Obs ) @ (ObsyY, + Obs3T,).

Ce qui donne en réunissant les expressions obtenues pour L et R :
Obs T @ Ops'SVTHEVY) = (NRed(S) N ObsLY)) @ (0bs3Y, + ObsL,)
D’ou I'expression sur les défauts de confluence :
defo(S, TANU)+defc(SVT,SVU) <defc(T,U) + defc(S,U) + defc(S,T)

Comme les opérateurs S, T et U sont deux-a-deux confluents, on en déduit bien que le couple
(S, T ANU) est confluent. O

Proposition 5.3.2. Soit P un sous-treillis confluent de Lx (V). La restriction de 'application
mx : Lx(V) — P(X) au sous-teillis P est un isomorphisme de treillis de P sur son image. En
particulier, P est alors distributif.

Démonstration. Notons 7'y : P — mx (P) la restriction de l'application wx au treillis P. Comme
le treillis P est confluent, il s’agit bien d’un morphisme de treillis. Etant donnés deux éléments
T et U de P, on a bien

(T ANU) = 7% (T) N’y (U) et (T VU) =7 (T) + 7' (U).

L’application 7’y est surjective. Il reste & montrer qu’elle est également injective. Prenons
deux éléments T' et U de P tels que 7 (T) = 75 (U). On a donc Red(T') = Red(U) et de
plus le couple (7, U) est confluent. Par la propriété 3.2.1, on obtient 7' = U. Par conséquent
lapplication 7’y est bien un isomorphisme de treillis. O

Corollaire 5.3.1. Soit P un ensemble confluent d’opérateurs de X-réduction. Le sous-treillis
de Lx (V) engendré par 'ensemble P est distributif.

Théoréme 5.3.1. Toute algebre quadratique faiblement confluente est de type koszul.
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Démonstration. Soit A(V, E) une algebre faiblement confluente. Par définition, il existe une
base X de l'espace V tel que l'algebre A soit X-confluente. Soit n un entier fixé. Soit ’en-
semble d’opérateurs de X-réductions P = {S @ ..,8 (”)}. Comme l'algebre est X-confluente,
les éléments de P sont deux a deux confluents, donc le treillis engendré par ’ensemble P est
distributif. Comme ’application fx est un isomorphisme de treillis, le sous-treillis de £(V®")
engendré par les noyaux des opérateurs SU) ot 1 < j < n est distributif. Or ker (S (j)) = FEU),
Donc I’algebre est distributive et par conséquent koszul. ]

Corollaire 5.3.2. Toute algebre quadratique monomiale est de type koszul.
Remarque 5.3.1. Ce corollaire correspond au théoréme 5.1.1

Exemple 5.3.1. La réciproque du théoréme est fausse, en particulier R.Berger a montré dans
[5] que les algebres de Sklyanin ne sont pas faiblement confluentes, alors que Van den Bergh
a montré par une méthode homologique dans [20] que les algebres de Sklyanin sont de type
koszul. Nous allons tacher de donner une intuition du raisonnement de Berger, on pourra se
référer a [5] pour les détails.

Une algebre de Sklyanin est une algebre a trois générateurs x,y et z et trois relations :

ayz + Bzy +y2® = 0,
azy + Byr +v2° = 0,
azx + Brz+yy = 0,

ou «, 8 et vy sont des scalaires. On considere une algebre de Sklyanin A, cela revient a fixer les
trois scalaires «, 5 et «v. On note V' I'espace vectoriel engendré par les X-générateurs z,y, z et Ef
celui engendré par les relations. Pour montrer que l'algebre A n’est pas faiblement confluente,
Berger procede en trois étapes.

Tout d’abord, il s’intéresse a une base ordonnée X de ’espace V :

X={rx<y<z}

Il définit également Popérateur de X ?)-réduction S tel que ker(S) = E. Ceci nous permet de
calculer les dimensions de Ay et de As.

Ensuite, on constate que se donner une base ordonnée Y de V revient a se donner un
automorphisme ¢ de V. Cette approche se justifie par le fait que l'algebre A est de type koszul
si, et seulement si, l'algebre ¢(A) est de type koszul. L’opérateur de Y @)_réduction qui est alors
a considérer est T'= ¢S5. On peut montrer que le monéme zz est T-non-réduit.

Enfin, on peut alors utiliser les dimensions calculées précédemment :

dim(p(Az2)) = dim(A2) =6 et dim(p(As)) = dim(As) = 10.

Pour montrer que I’algébre n’est pas Y-confluente, il suffit donc de montrer qu’il existe plus de
dix monomes de la forme abc ol a, b et ¢ sont dans la base Y et tels que ab et be sont T-réduits.
Berger montre expérimentalement le résultat suivant qui correspond au lemme 5.2 de [5] :

Lemme 5.3.1. Soit M I’ensemble des mondémes non commutatifs de longueur 2 en z,y et z.
Pour tout sous-ensemble N de 'ensemble M tel que N contienne six éléments, on note d(N) le
nombre de monoémes de longueur trois tel que chacun de leurs sous-monémes de longueur 2 soit
dans N.

Si le monome zz n’est pas dans 'ensemble N alors d(N) > 10.

Ce lemme fait également 1’objet d’une généralisation qui correspond au théoreme 6.1 de [5].
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5.4 Bases de Poincaré-Birkhoff-Witt

On se donne une algebre quadratique A(V, E) et un alphabet totalement ordonné
X ={z1 <...<zxm}

On étend cet ordre en l'ordre deglex sur tout K(X) = V. Une base de V®? est

Mettre des espaces avant et
apres la barre verticale |

ordonnée via l'ordre deglex. On considére I’ensemble et cela aussi dans les autres

équations
S = {(i1,i2) 75, Ti, & Vect (Tj,75,](j1,J2) < (i1,42))} -

Remarque 5.4.1. Si le couple (i1,i2) est dans I'ensemble S, alors T;; T;, ne s’écrit pas comme
combinaison linéaire d’éléments Z; z;, pour (ji,j2) € S.

Lemme 5.4.1. La famille (Z3,%3,) (i, i)es forme une base de V®?/E.

Démonstration. Commencons par montrer que la famille (T7,7;) (i, i,)es est une famille libre
de V®2/E. On se donne une combinaison linéaire nulle de ses éléments :

Z /’L(il,ig)m = 0
(il,’iz)ES

Soit (j1,j2) = maz{(i1,i2) € S|u, i,) 7 0}. Comme par définition de 'ensemble S, 7,7, n’est
pas dans l'espace Vect (Ti, T4, |(i1,92) < (J1,J2)), on a nécessairement pour (i1,i2) < (j1,J2) :
Hirsiz) = 0 €t pujy jp) = 0.
On montre ensuite que la famille (77,73, ;, 4,)es est une famille génératrice de V?/E. Soit
v dans espace V @V :
m

Ms

V(i,§) Li;-

s

—
.
Il

-

Par conséquent, dans I’algebre A :

IIPH13

m
Z (i) TiTj -

Soit (k,1) = max{(i,j)|v ;) # 0}. Il y a deux cas a distinguer. Si (k,l) est dans I'ensemble S,
alors on garde Tpz; dans la décomposition de T. Sinon, TrZ; se réécrit en Z(a,b)qk’l) §(a7b)maxb.
On réitere ce processus. Ce processus s’arréte bien et on obtient une décomposition de 7 de la

forme :
T= D V)T
(i,5)€s
O

Lemme 5.4.2. (Caractérisation de ’ensemble S) Une base de 'espace des relations FE
est formée par les vecteurs

. . (]17]2)
LiyLig — Z )‘(11712)‘77]1‘7;]2
(41,52)<(i1,i2)
(J1,J2)€8

ou (il,iz) S ﬂl,mﬂz \ S
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(J91,32)

(i1.i2) tel que dans l'algebre

Démonstration. Pour (i1,i2) € [1,m]?\ S, on prend des scalaires A

A
Faire passer A la ligne T, = Y AEﬁ’ijT%-
au-dessus (J1,52) <(i1,32)

(J1,J2)€8
Ceci est bien possible car par définition, si le couple (i1,i2) n’est pas dans I'ensemble S, alors
Ti, T, est dans Vespace Vect (T5,75,|(J1,2) < (i1,142)).
Cette famille est bien libre. On considére une combinaison linéaire nulle dans V ® V de ses

éléments :
Z Hiy i) | TirTip — Z )\Ezlljij))xﬂ.%‘h =0.
(i1,82)¢S (41,92)<(i1,i2)
(J1,42)€S

Cette combinaison linéaire s’écrit également :

Z H(iq,i2) Tig Tig — Z Z u(kl,@)kﬁﬁjij)) Tj g, = 0.
(i1,i2)¢S (41,52)€S \ (J1,52)<(k1,k2)
(k1,k2)¢S

Comme la famille (2,24, ) (i, ip)e[1,m]2 forme une base de V@V, on sait que chacun des coefficients
de cette somme est nul.

Par le lemme 5.4.1, on sait que dim(V/E) = card(S), et on sait également que dim(V) = m?.
Par conséquent dim(E) = m? — card(S). On avait montré que la famille considérée était libre
et on vient de montrer que son cardinal était dim(E). Donc cette famille est une base de E.

Il reste & montrer que cette propriété caractérise bien ’ensemble S. Soit une base B de
I'espace E dont les vecteurs sont de la forme

. (J1,d2),.. ..
Ly Lig — Z )‘(il,iz)xh%z
(41,52)<(i1,i2)

ou (i1,42) € S. L’ensemble S est un sous-ensemble de [1,m]. On pose S = [1,m] \ S. Par
définition, ’ensemble S est bien :

S = {(i1,12)|70,Ti; & Vect (T5,75,|(j1, j2) < (i1,42))}

Par conséquent, a partir d’une telle base de ’espace F, on est capable de définir un ensemble S.
De plus, si on considére deux ensembles S7 et Sy tels qu’ils définissent la méme base de
I’espace F, on a nécessairement S; = Ss. O

On pose ensuite pour n > 3

SO = 9

s = [1,m]

52 = g

S = {(i1,19, ey in) | (i1, 32), (i2,83), ey (in—1,n) € S}

Exemple 5.4.1. On étudie 'algebre

A = (@, ylay — 2?).
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On se donne 'ordre sur les lettres < y, qu’on étend en l'ordre deglex < sur les mots.
En reprenant les notations précédentes, on a z = 1 < x2 = y. On commence par déterminer
les ensembles S et S pour n > 3 :

S = {(1,1),(2,1),(2,2)},
S = {(2,.,2,1,..,)|k+1l=net0<k<n}.
k !
Pour un n-uplet a = (41, @2, ..., in ), ON NOte Ty = T4, ...T;, .

Définition 5.4.1. Si la famille B = (Ta) 4y, -,
sont appelés générateurs de Poincaré-Birkhoff- Witt (PBW) et la base B est appelée base de
Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) de A.

g(n) forme une base de A, les vecteurs 1, ..., T,

Définition 5.4.2. Une algebre est dite de Poincaré-Birkhoff-Witt (PBW) si elle admet une
base de PBW.

Remarque 5.4.2. On peut vérifier de méme que dans la preuve du lemme 5.4.1 qu’'une telle
famille est toujours génératrice de A. Prenons un élément x de I’algeébre A. On peut lui associer
un élément v de 'espace VO™ tel que 2 = 7, on a alors dans la base X ™ :

m
v = E Uil,...,inx’h-"xin
i1 yenyin=1
Donc dans I’algebre A :
m
r=v= E Vit ,eyinLiq - Liy,
i1eenyin=1

L’ordre donné sur I'ensemble S induit un ordre total et monomial sur la base X (™ on
peut donc considérer I’élément maximal z;,...x;, apparaissant avec un coefficient non nul dans
la décomposition de v dans V®™. Si (iy,...,i,) est dans S () alors, on conserve Ti, ... %, dans
la décomposition de x dans A. Si (i1, ...,i,) n’est pas dans S (") "alors, par définition, I’élément
T;, -..T;, peut s’écrire comme combinaison linéaire d’éléments strictement inférieurs, car 1'ordre
sur X (™ est monomial. On poursuit ensuite cet algorithme sur le reste de la décomposition de
x dans A, et on obtient une décomposition de = ne faisant intervenir que des éléments @;,...7;,,
otl (i1, ...,in) est dans S,

Il n’y a donc qu’a vérifier qu'une telle famille B = (Z,)
qu’il s’agit d’une base de I’algebre A.

a€U, 508 €st libre pour montrer

Théoréme 5.4.1. (Lemme du Diamant pour les bases PBW) Si les monomes
(i, @iy iy | (i1, 2, 13) € SP))
sont linéairement indépendants dans Ajg, alors les monémes
(i, iy i, | (i1, 2y oy i) € ST)

sont linéairement indépendants dans A, et alors (1, ...., T,,) sont des générateurs PBW de A.
Donc l'algebre A est PBW.

Exemple 5.4.2. Dans 'exemple 5.4.1, I'algebre A est PBW. En effet, on peut expliciter pour
n=3:8580 ={(222),(221),(21,1),(1,1,1)}. L’ensemble {y3,y2z, yz2, 3} est bien une
base de As.
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A REVOIR
Démonstration. Rappelons que I’algébre A correspond a I’algébre A(V, E). On s’était égalemdntest V\otimes V

donné une base X de V. On peut donc se donner également une base R de E telle que R C X®Xar ici X est un
Si les mondmes (x;, i, 24, (11,79, 13) € S®)) sont linéairement indépendants dans Az, alors ensemble

les paires critiques du systeme de réécriture (X, R) sont confluentes. Par le lemme du diamant

classique, chaque terme a donc une unique forme normale. Notons

M, = {xilxiz...xin|(z’1,z’2, ,’ln) S S(n)}

Considérons une combinaison linéaire I' dans ’espace A,, de monoémes dans ’ensemble M,,. Par
définition de S, chaque mondéme de I’ensemble M,, est en forme normale. Par conséquent, la
combinaison linéaire I' est en forme normale. Si on suppose de plus que la combinaison linéaire
I" est nulle, il existe deux formes normales pour I'. Ce qui est impossible. Par conséquent, les
éléments de M, sont linéairement indépendants.

Si les mondémes (x4, i, ...z, |(i1, 2, ..., in) € S™) sont linéairement indépendants dans A,
pour tout n > 3, alors la famille B = (z,) acu, o5 est libre dans lalgebre A (car les relations
sont homogenes), donc (1, ...., Z,,) sont des générateurs PBW de A et I'algébre A est PBW. [

5.5 Comparaison entre base PBW et bases de Grobner

Théoréme 5.5.1. Posons

G = T Lig — Z Agzll:ij))lel‘p (il, iz) S [[1, m]]2 \ S
(J1,J2)<(i1,i2)
(jlsz)ES
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. L’algebre A est PBW.
2. L’ensemble G est une base de Grobner de I(E).

3. La relation de réécriture = est confluente.

Démonstration. Commengons par montrer ’équivalence entre 2 et 3. L’implication directe est
donnée par la définition 1.4.3 des base de Grobner. La réciproque est donnée par le lemme 5.4.2.

On montre ensuite que le point 1 implique le point 3. Pour cela, il suffit de montrer la
confluence des paires critiques. Donnons-nous un élément z;, z;,x;, de VO3 tel que

— (J1:.J2) ——
Ly Loy = Z >‘(i17i2)xj1xj2
(J1,J2)<(41,i2)
(J1,J2)€S
et ( |
_ kok3)——
TiyTiz = Z )‘(iz,is) Thy Loy -
(k2 k3)<(i2,i3)
(k2,k3)€S

Si cette paire critique n’est pas confluente, alors I'élément z;, x;,7;, a deux formes normales
qu’on note :

Tiy TipLig = Z H(ay,az,a3)TaiLazLasz,
(a1,a2,a3)€S®)
= Z £(b1,b2,bs)xblwb2xb3'
(b1,b2,b3)€S®)
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On a donc dans V&3

Z (M(alaa%as) - g(al,a2,a3))$a1$a2xa3 =0.
(@1,a2,a3)€S®)

Comme P'algebre A est PBW, la famille B = (z4),¢y, . 5 est libre. Done, pour tout triplet
(a1,a2,a3) € S®) on a : B
H(a1,az2,a3) = g(al,az,ag)
Par conséquent, les deux formes normales sont égales. D’ou la confluence de toutes les paires
critiques.
Enfin, il reste & montrer que le point 2 implique le point 1. Si 'ensemble G est une base de

Grobner, alors pour tout entier n > 2, tous les n-uplets critiques sont convergents. On se donne
la combinaison linéaire dans ’algébre A

Z H(i iz i) Tir TinTiz = 0,
(i1582,i3)€T
ot Z est un sous-ensemble non vide de S®) tel que iy izsiz) 7 0 pour (i1,42,13) € T.
Soit (41, j2,j3) élément maximal de Z, on a alors la regle de réécriture

Ly TjpTjg = Z g(il,ig,ig)mhmizxi?f
(i1,i2,i3)€T

On peut de plus supposer qu'il existe (i1, 42,43) € T tel que x;, # xj, et qu'il existe (k1, k2, k3) €
7 tel que g, # x5,

Mais ceci est impossible car I’élément xj, z;,2;, est en forme normale (de plus, la forme de
la base de Grobner l'interdirait).

Par conséquent les mondmes (i, x4, 2, | (i1, 92, 73) € S®) sont linéairement indépendants dans
Ajs. Donc par le théoréme 5.4.1, 'algébre A est PBW. O

Remarque 5.5.1. Etant donnée une base de Grébner quadratique, le lemme 5.4.2 donne un
ensemble S tel que défini au début de la section, par conséquent, on peut écrire la base G sous la
forme demandée dans le théoreme 5.5.1. Par conséquent, a toute base de Grobner quadratique,
on peut associer une base PBW, et réciproquement.

Théoréme 5.5.2. Si une algebre est PBW, alors elle est de type koszul.

Démonstration. On a montré que si une algebre est PBW, alors elle admettait une base de
Grobner quadratique (théoreme 5.5.1). On sait également que si une algeébre admet une base de
Grobner quadratique, alors elle est koszul (par le théoréme 5.1.2). D’ou le résultat souhaité. [

5.6 Bases de Poincarré-Birkhoff-Witt et bases X-canonique

On définit Vopérateur de X @-réduction U : V@V — V@V de la facon suivante. Si (i1,12)
est dans S alors
U($i1xi2) = T4y Lig,

Z /\811,’522)) Lj1Lja
(J1,42)<(i1,82)
(J1,J2)€S

Pour n > 3 et 1 > i > n — 1, on définit Popérateur UD) = idyei-1) QU @ idyem-i-1) :
yen — yen,
Le résultat suivant est un théoreme de Berger [5].

sinon,
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Théoréme 5.6.1. Soit I un sous-ensemble de [1,m]™. Soit B = {zqa }aecr-
Alors B est une base de PBW si, et seulement si, B est une base X-canonique.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les mondémes x;, ...x;, sont UM A ... A UM-réduits si,
et seulement si, le n-uplet (i1, ..., i,) est dans S (n),
Comme ’algebre est X-confluente, on sait que

Red(UM A .. AUM™) = (| Red(UW))

J=1

Considérons un n-uplet « = (i1, ..., %,) dans S Alors, pour tout 1 < j < n, on obtient,
par définition de l'opérateur U, que UY )(wa) = I, ce qui revient a dire que le monoéme x, est
UU)-réduit pour tout 1 < j < n. Donc le mondme z, est UMD A ... A UM -réduit.

Réciproquement, on considére un n-uplet « = (i1, ...,i,) qui n'est pas dans S Alors,
il existe j € [1,m] tel que (ij,i;41) n’est pas dans l'ensemble S donc UV (z,) < z4. Par
conséquent, le mondme z, n'est pas UD A ... A UM -réduit. ]

Exemple 5.6.1. On étudie l'algebre
A = (z,yley — 2?)

Nous allons appliquer les trois méthodes (Anick, Berger et PBW). On se donne 'ordre deglex
induit par 'ordre alphabétique = < y.

Base de Grobner Il y a une unique relation zy = xx. Il n’y a pas de paires critiques et
par conséquent, la base de Grobner est :

G = {zy = 2%}
X-confluence On définit I'opérateur S de X -confluence comme étant unique opérateur de

noyau ker(S) = K{xy — 22). On peut alors définir les opérateurs S; = S ® idy et Sy = idy ® S.
On va calculer leur défaut d’obstruction. On a donc :

ker(S1) = K(zyr —2° 2y® — 2%y)
ker(Sa) = K(a’y —a® yay — ya?)
ker(S1 A Sy) = K%y — 2®, yay — ya?, xyx — 23, xy® — 22y)

Les vecteurs dans la décomposition de ker(S; A S2) sont indépendants, par conséquent,
dimRed(S’l A 52) =4

On calcule maintenant la dimension de Red(S7) N Red(S2).

Red(S) = K(z2 yx,y?)

Red(81) = K(z° 2%y, ya®, yry,y’x,y°)

Red(Sy) = K22, zyz, zy?, y2?, vz, 9°)
Red(S;) NRed(Sy) = K23, yz?, v’z )

On a donc bien dimRed(S1 A S2) = dim(Red(S1) N Red(S2)) et donc
Red(51 VAN 52) = Red(Sl) N Red(SQ)

L’algebre A est donc bien X-confluente, et sa base X-canonique est {zyP|m > 0 et p > 0}
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Base PBW On a montré dans 'exemple 5.4.1 que
SG) =1(2,2,2),(2,2,1),(2,1,1),(1,1,1)}

et que ’ensemble {ﬁ, 2z, y2, ﬁ} est bien une base de Ajs. Par conséquent ’algebre A est
PBW.

Exemple 5.6.2. On reprend l'algebre A considérée dans ’exemple précédent. On se donne
cette fois 'ordre deglex induit par I'ordre alphabétique y < x.

Base de Grobner La relation s’écrit 2z == xy. Il y a une paire critique zzz

ay
To

8
8

AN

YT

On rajoute donc la regle xyx =% 292, Il y a alors deux nouvelles paires critiques : zzyx et
TYTT

ayy,
TXYY ——= TYYY
Wie%:s
TrYyx
Qyx
TYyx

On rajoute donc la régle zy?x == x1°. L’autre paire critique est confluente grace a la régle
ay. Il y a alors de nouvelles paires critiques : zxyyx, ryyre, xyryyxr et ryyryr.

«
LTYYY % TYYyy
Ty

TTYYT
QyyT

/A

TYyyx

(0%
wyryyy 22 eyyyyy
TYCy

N

TYTrYyr

)
w
<
S

K

LTYYyyyx

On doit donc rajouter les régles zy’z =5 zyt et zyte =% 2y5. Les autres paires critiques
sont alors confluentes, mais on obtient de nouvelles paires critiques. En fait, on se rend compte
que la base de Groébner est infinie et est :

G = {zy"z B zy"n > 0}

Il apparait immédiatement que la base de Grobner n’est pas quadratique.
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X-confluence Le noyau ne change pas par rapport au cas précédent ou z < y, par conséquent,
on a toujours dimRed(S1 A Sa) = 4.
On calcule maintenant la dimension de Red(S1) N Red(S2).

Red(S) = K(zy,yz,y?)

Red(S1) = K(zyz, 2y ya?,yzy, vz, y°)

Red(S2) = K(z?y,yzy,zyz, vz, 2y?, y°)
) (

Red(S1) NRed(Sy) = K(yzy, zyx, v’z, 2y, y°)

Le défaut de confluence est donc defc(S1,S2) = 1. L’algebre A n’est pas X-confluente avec
cette base ordonnée.

Base PBW En reprenant les notations précédentes, on a y = r1 < 9 = . Comme l'ordre
des lettres a changé, on a inversé les indices correspondants. On commence par déterminer les
ensembles S et SG)

S = {(1,1),(1,2),(2,1)}
SG) = {(1,1,2),(1,1,1),(1,2,1),(2,1,1),(2,1,2)}

Or ’ensemble {%, Eﬂy, 242, Zyx} n'est pas libre dans As. En effet, comme on a la paire
critique zzx, on a TYT = xy2.
Par conséquent 1’algebre A n’admet pas de base PBW pour cet ordre.

Récapitulons les résultats de ce chapitre :
Théoréme 5.6.2. Soit A(X, R) = A(V, E) une algebre. Les quatres propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. Le systeéme dé réécriture (X, R) admet une base de Grobner quadratique.

2. Les opérateurs S; = S ® idy et So = idy ® S ou V'opérateur S est défini par ker(S) = E
sont X-confluents.

3. L’algebre A admet une base X-canonique.
4. L’algebre A admet une base de Poincaré-Birkhoff-Witt.
Si ces propriétés sont vérifiées, alors la base X-canonique et la base de Poincaré-Birkhoff-

Witt sont identiques et de plus 'algebre A est Koszul.

Revoir la formulation du 1.
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Chapitre 6

Koszulité des algebres homogenes

Dans tout ce chapitre nous allons étudier la s-koszulité pour un entier s > 2. La 2-koszulité
correspond a la koszulité telle qu’étudiée dans le chapitre précédent. Cependant, comme on le
verra, les résultats obtenus sur la koszulité dans le cadre des algebres quadratiques se généralisent
assez mal au cas ou l'algebre est s-homogene pour s > 3.

On pose pour tout ce chapitre la fonction de saut :

N—- N
J:¢2n+— sn
2n+1—=sn+1

6.1 Algebres monomiales

Théoréme 6.1.1. Soit A(X, R) une algebre s-homogeéne monomiale. L’algebre A est s-koszul
si, et seulement si, pour tout entier n, les n-chaines sont de longueur J(n + 1).

Démonstration. On munit Palgebre A de l'augmentation définie par e¢(x) = 0 pour x # 1 et
e(l) =1.
Par la propriété 2.3.1, la résolution d’Anick de l'algebre augmentée (A, €) est

On 1)
"'%Ang)Anfl A[) 0 -’471 € K 0

ou
A, =K(C,) ® A

ou les ensembles C,, sont les ensembles de n-chaines et ou les applications d,, pour n > 0 vérifient
on(flt®l)=fet
On note §,, = 6, ® 1x. On obtient :
on(flt) =0
On peut donc calculer le groupe d’homologie :
H,(A,K) =K(Cp—1)

L’équivalence devient désormais immédiate : I’algebre A est s-koszul si, et seulement si, tous
les groupes d’homologie H,(A,K) sont nuls en degré non égal a J(n + 1), si, et seulement si,
pour tout n > 0, toutes les n-chaines sont de longueur J(n + 1). O
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Remarque 6.1.1. Critéres de koszulité

Il est immédiat de constater que ce critére de koszulité est équivalent au suivant : pour
tout entier n > 1, pour toute n-chaine f|t;|t2, le mondme tity est dans I’ensemble R. Nous
appellerons ce critére (K1).

Dans [6], Berger démontre le résultat suivant (proposition 3.8) :

Proposition 6.1.1. Soit A(X, R) une algébre monomiale s-homogeéne. On pose
X ={z1,...,xn}

L’algebre A est s-koszul si, et seulement ’ensemble R vérifie la propriété suivante :

Si un mot x;,...x;, est tel que s +2 < n < 2s — 1 et tel que le premier sous-mot de longueur
8, Tj ...wi,, et le dernier, x;, __,...x;,, sont dans I’ensemble R, alors chacun de ses sous-mots de
longueur s est dans ’ensemble R.

Nous appellerons ce deuxieéme critere de Koszulité (K3).

Commengons par montrer que (K1) implique (K3). On reprend les notations de Berger :
on considére un mot x;,...z;, ou s +2 < n < 2s — 1 et tel que le premier sous-mot de lon-
gueur s, T;...xr;,, et le dernier, x;,__,,...7;,, sont dans I’ensemble R. Supposons également
qu’aucun autre sous-mot de z;,...x;, ne soit dans I’ensemble R. Alors ce mot est une 2-chaine
Ty Ty i, | T4y -2, - Or le critere (K1) nous indique que les deux chaines sont de longeur s+1.
Par conséquent, n = s + 1, ce qui vient contredire I’hyptohese.

Nous allons maintenant montrer la réciproque par induction sur n. Le critére (K7) est
toujours vérifié pour les O-chaines et les 1-chaines. Considérons une 2-chaine x|t1|te = z;,...2;,.
Par définition d’une 2-chaine, on sait que s+ 1 < n < 2s— 1. Supposons que n # s+ 1. On peut
alors appliquer le critére (K3) : tous les sous-mots de longueur s de x|t1|t2 est dans 1'ensemble
R, ce qui contredit le fait que ce soit une 2-chaine.Par conséquent, les 2-chaines sont de longueur
s+ 1.

Soit g|t; une 2n + 1-chaine pour n > 0. On pose z dans I'ensemble X tel que g =
Par induction, le monéme t; est de longueur s — 1 et le monéme xt; est dans R. On consideére
maintenant une 2n + 2-chaine g|t;|t2. Le monéme ztity est une 2-chaine. Par conséquent le
monome t1t9 est dans ’ensemble R et le monoéme t9 est de longueur 1.

Considérons une 2n + 3-chaine g|t1|t2|ts. Nous venons de démontrer que le monome to est
de longueur 1 et par définition d’une 2n + 3-chaine, le mon6éme t3 n’est pas réductible alors que
le monoéme tot3 est réductible. Cela signifie que le mondéme tot3 est dans ’ensemble R.

Je pense que ce n'est pas une

6.2 Algébres convergentes bonne idée d'appeler ¢a des
algebres convergentes.

Théoréme 6.2.1. Soit A(X,R) une algebre telle que le systéeme de réécriture (X, R) soit
s-homogeéne et convergent. Si pour tout entier n, les n-chaines sont de longueur J(n + 1), alors
I’algebre A est s-koszul.

Démonstration. 11 s’agit d’'une conséquence directe de la résolution d’Anick :

Tor®(K,K) c K(Cp_1)
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