Notes sur 'article de Lafont : Towards an algebraic
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Définition 1. On note M la catégorie dont les objets sont les entiers vus
comme des ensembles

et dont les morphismes sont les fonctions croissantes. La composition est
la composition au sens usuel. Les identités, notées id,, sont les fonctions
identités [n] — [n] usuelles, pour [n] un objet de M.

Lemme 2. On munit la catégorie M du produit tensoriel défini de la fagon
suivante.
Pour deux objets [m] et [n] de M,

[m] @ [n] = [m + n].
Pour deux morphismes fi : [m1] — [n1] et fa: [ma] — [na],
fi®far [mi+ma] — [n1+no
m — fi(m) sim < my
m — nq + fa(m) sinon (m; < m < my + my)
La catégorie (M, ®,[0]) est monoidale.

Lemme 3. Il existe un unique morphisme [2] — [1] de M, noté .
Il existe un unique morphisme [0] — [1] de M, noté .

Démonstration. L’objet [1] est terminal dans la catégorie M. O

Définition 4. On appelle PRO une catégorie monoidale stricte dont les
objets sont les entiers naturels vus comme des ensembles et dont le produit
tenosriel est donné par I'addition.

Définition 5. On note PRO la catégorie dont les objets sont les PROs et
dont les morphismes sont les foncteurs monoidaux. La composition et les
identités sont entendus au sens usuel.

Définition 6. On appelle signature la donnée de deux ensembles F; et Fo
et de deux applications s,¢: Eo — ET ou Ef est le monoide libre engendré
par Fj. On note une telle signature (E1, s, t, Es).



Définition 7. On note Sig la catégorie dont les objets sont les signatures
et dont les morphismes f : (E1,s,t, Ey) — (Ef,s,t', ES) sont la donnée
de deux morphismes f; : By — Ej et fo : Ey — Eb tels que les deux
diagrammes suivant commutent :

Ey—>sEf e Ey—'>Ff

[

By (B))° By (B})"

ou f; est le morphisme de monoides Ef — (FE)* induit par f;. On peut

noter f = (f1, f2).

On définit la composition de (f1, f2) : (E1,s,t, E2) — (B}, s, t', F)) et
de (g1,92) : (E1, 8, U, EY) — (EY,s",t", EY) comme

(gl o f17 g2 © fQ) : (E17 S, ta EQ) — (Eila SH) t”7 Eg)

L’identité sur une signature (E1, s,t, Fy) est donnée par (idg,,idg,).

Définition 8. On définit le foncteur d’oubli
U:PRO — Sig
Pour tout PRO C, on pose
U(C) = ([1]7 8,1, EQ)

avec Fo = HomC et pour tout morphisme f : A — B de C, s(f) = A et
t(f) = B.

Pour tout foncteur monoidal f : C — D, on pose
(f1, f2) =U(f) : ([1],s,t, HomC) — ([1], 5", ', HomD)
avec f1 la fonction identité sur [1] et pour tout morphisme « de la catégorie
C, f2(a) = f(a).
Lemme 9. Le foncteur U admet un adjoint a gauche I : Sig — PRO.

Définition 10. On appelle M le PRO libre défini par My = F(X) ou X est
la signature

Y= (], {p = 21 = [1],m: [0] = [1]})

(ou [2] et [0] s’expriment comme produits tensoriels de [1]).

Définition 11. E(Ey, sy, t1, E9)



Définition 12. On appelle théorie la donnée de trois ensembles F1, Es et
E3 et de quatre applications s1,t; @ Ea — Ej et so,t2 1 E3 — E35 ou
(Eq, s1,t1, E2) est une signature, o E; est 'ensemble des morphismes de la
catégorie £(En, s1,t1, F2) et ou

sjosy=s]oty et t]osy=t]ots
On la note (El, Sl,tl,EQ, SQ,tQ,Eg)

Définition 13. On note Th la catégorie dont les objets sont les théories et
dont les morphismes sont

(f1, f2, f3)  (E1, s1,t1, B, s9,t2, B3) — (EY, 81,11, Ey, sh, th, E3)

ou f; : By — Ej pour i = 1,2,3, tels que (fi, f2) soit un morphisme de Sig
et tels que les diagrammes suivant commutent :

f3 f3

By — o p B —1 o P
sgl \Lsg szl lsé
E3 (B3)"  E3 (E3)*

S’Ii l(sll)* ffl i(ti)*

B~ (B Ei—p (B

Définition 14. On définit le foncteur d’oubli V : PRO — Th tel que pour
tout PRO C,
V(C) = ([1}7 51, tl) E27 52, t27 E3)

avec pour tout f : [m] — [n], ay dans Ey avec s1(ay) = [m] et t1(ay) = [n] et
pour tous morphismes f, g de C tels que f = g, 87,4 dans E3 avec sa(ff,q) = f

Lemme 15. Le foncteur V admet un adjoint a gauche T': Th — PRO.
Définition 16. On note M le PRO libre
V([1], s1,t1, {n, n}, s2, t2, {ass, ng, na})
ol
s1(p) = [2] s1(n) = [0] t1(p) = t1(n) = [1]

so(ass) = po (u®idy) ta(ass) = po (idy ® )
s2(1lg) = po (n@idy)  sa(na) = po (idi @n) tang) = ta(na) = idy

Définition 17. On note 7 : Mg — M le foncteur monoidal donné par

(1)) =[] , w(p)=p et w(n) =n.



Définition 18. On note ¢ : Mg — M le foncteur monoidal donné par
(1) =[1] , e(w) =p et u(n)=n.
Lemme 19. Les égalités suivantes sont vraies dans M :
po(p®id) =po(idi®p) et po(n®@idi)=idy = po(idy ®n)=idy

Démonstration. L’objet [1] est terminal, par conséquent, il existe un unique
morphisme [3] — [1], ce qui donne la premiere égalité.

De méme, il existe un unique morphisme [1] — [1], ce qui donne la
seconde égalité. O

Lemme 20. Il existe un unique foncteur monoidal F' : Ml — M tel que

F(1) =[] , F(p)=p et F(n)=n.

Notre objectif est de montrer que F' est une bijection. Le résultat est
immédiat sur les objets.

Définition 21. On dit qu'un diagramme ¢ de My est une forme canonique
si ¢ est I'identité sur 'ensemble vide ou

¢p=(n®idg—1)o(idi®1Y) oudp=nY
ou v est en forme canonique.

Lemme 22. Notons cf(Mj) 'ensemble des diagrammes en forme canonique
de M. Le morphisme ¢ induit une bijection entre cf(Mp) et les morphismes

de M

Démonstration. Soit f : [p] — [¢] un morphisme de M. On montre par
induction sur p 4+ ¢ qu’il existe un diagramme g : [p] — [q] de My en forme
canonique tel que «(g) = f.

Sip+q = 0, alors le morphisme f est l'identité sur I’ensemble vide,
représenté par le diagramme vide, qui est bien en forme canonique.

Sinon, si en plus f(1) # 1, On pose h : [p] — [¢ — 1] défini par :

h(n) = f(n) — 1.

Par induction, le morphisme h est représenté par un diagramme b’ de ¢ f (M)
et la fonction f est représentée par le diagramme n®h’ qui est bien en forme
canonique.
Sinon, on a alors p+¢ # 0 et f(1) = 1. On pose h: [p — 1] — [¢] définie
par
h(n) = f(n+1)

Par induction, le morphisme h est représenté par un diagramme b’ de ¢f (M)

et la fonction f est représentée par le diagramme (1 ® idg—1) o h'.
L’unicité du diagramme ¢ est une conséquence de la distinction de cas

faite. O



Lemme 23. Le foncteur F' est surjectif.

Démonstration. Soit ¢ : [p] — [¢] un morphisme de M. Par le lemme 22,
on sait qu'il existe un diagramme en forme canonique f : [p] — [q] dans M
tel que ( f ) = ¢. Au diagramme f correspond une classe de diagrammes f
dans M.

Pour toute classe de diagrammes g dans M, F'g est la fonction croissante
représentée par g. Cela signifie que, par construction, f est un antécédent
de ¢ par F. O

Nous avons besoin de la notion de hauteur d’'un diagramme de M. Pour
cela, on commence par introduire la catégorie N ayant un unique objet x*
et donc les morphismes sont N. La composition de deux morphismes est la
somme :

mon=m-+n

et I'identité est le morphisme 0. On peut munir la catégorie N' d’'une struc-
ture de catégorie monoidale avec :

*x@x =% , n@m=n+m et =x*
La hauteur est définie comme le foncteur monoidal h : Mg — N tel que :
MOD =+ , h())=1 et h(n)=1

Lemme 24. Tout diagramme f de M s’écrit comme id, pour p un entier
ou comme 1 © P9 ou Yo est un diagramme et ou ¥ est un diagramme de
hauteur 1.

Démonstration. Sila hauteur de f est supérieure ou égale a 1, cela signifie
par définition de la hauteur que f s’écrit comme ¢1 ® ¢ ou comme ¢ o o
avec @1 et ¢o deux diagrammes de M.

On le montre par induction sur la hauteur de f.

Dans le premier cas, f peut s’écrire comme (¢1 ® id,,) o (id, @ ¢2). Par
induction, ¢ et ¢o admettent une telle décomposition.

De plus, dans le deuxiéme cas, on peut choisir ¢; tel que ¢ = a ®
(par associativité de o ). Par la régle de commutation, on peut écrire ¢ =
(o ®idy) o (idp @ B) pour a et b deux entiers. On obtient alors

f={(a®idy) o (idy ® ) o ¢a,
ce qui donne le résultat par induction. O

Cela signifie en particulier que tout diagramme ¢ peut s’écrire comme la
composition de diagrammes élémentaires ou on appelle diagramme élémen-
taire un diagramme de la forme

tdg @ u®idy, ou id, ®N K idy

avec a et b deux entiers.



Lemme 25. Pour tout diagramme ¢ : [p] — [q] de M, il existe un dia-
gramme ¢’ en forme canonique tel que m(¢) = 7(¢’).

Démonstration. On introduit les régles de réécriture :

idi — po(idi®n)
o(n®idy) — idy

7
po (p®idy)) — po (id @ p)

Nous allons montrer le lemme par induction sur la structure de ¢ (cf
lemme 24 puis par induction sur p + q.

On vérifie a chaque étape que le diagramme v obtenu par application
des regles de réduction vérifie m(v)) = 7(¢).

Si f = idp). On montre le résultat par induction sur p. Si p = 0, le
diagramme est le diagramme vide qui est bien en forme canonique. Sinon,
idjp) = id1 ®idp,_y) — (po(idi ®n)) @idj,_). Par induction idj,_y) se rééerit
en forme normale. Par conséquent, idj, se réécrit en forme canonique.

Si f s’écrit comme & o 1 avec & cellule élémentaire, alors i se réécrit en
forme normale w Par conséquent, le diagramme f se réécrit en £ o 1/}

Le diagramme £ est de la forme

ideg @ p®1idy, ou idy ®nN & idp.
Le diagramme 1& est de la forme
(L ®1idg)o (idi @nf) ou nnf

ou nf est une forme canonique. Par conséquent, & o ¥ peut étre de 8 formes
différentes.

Si £o9) est de la forme (®idg—1)o(p®idg)o(idi®@nf), par la derniere regle
de réécriture, £ 09 se réécrit en (L ®idg—1)o (idy ®7) avec v = (u®idp)onf.
On peut appliquer ’hypothese de récurrence sur 7 : [p—1] — [g]. On obtient
bien une forme canonique.

Si € 01 est de la forme (id, ® pu ® idy) o (u ® idy_1) o (idy @ nf) (avec
a > 1), par la régle de commutation, £ o ¢ se réécrit en (pu ® idg—1) o (idq ®
1 ®idy) o (idy @nf). On note v = (id,—1 @ p®idp) onf. On peut appliquer
I’hypothése de récurrence sur «y : [p — 1] — [¢]. On obtient bien une forme
canonique.

Si €0 est de la forme (n®id,_1) o (u®id,) o (idy @ nf), par la régle de
commutation, & o9 se réécrit en  ® ((1 ® idg—2) o (idy ® nf)) qui est bien
en forme canonique.

Si € 04 est de la forme (id, ® 7 ® idy) o (u ® idy_1) o (idy @ nf) (avec
a > 1), par la regle de commutation, £ o) se réécrit en (u®idy_1)o (id; @)
avec v = (idg—1 ® N ®@idy) onf. On peut appliquer I'hypothese de récurrence
sur v : [p] — [¢ — 1]. On obtient bien une forme canonique.



Siéo @Z est de la forme p ® idg—1 o (n ® nf), alors € o psi se réécrit par
la deuxieéme regle de réécriture en nf. Par conséquent, £ o ¢ se réécrit bien
en une forme canonique.

Si €04 est de la forme (id, @ p®idy) o (n@nf) (avec a > 1), par la régle
de commutation, £ 01 se réécrit en n®y avec vy = (idg—1 @ p®idpy) onf. On
peut appliquer I'hypotheése de récurrence sur v : [p] — [¢ — 1]. On obtient
bien une forme canonique.

Si €0 est de la forme (n®idg—1)o(n@nf), par la régle de commutation,
£o 1& est bien en forme canonique.

Si €o1) est de la forme (idy @ @idy) o (n@nf) (avec a > 1), alors par la
regle de commutation, £ o) se réécrit en n®~y avec v = (idg—1 @N®idy)onf.
Comme 7 : [p] — [¢ — 1], on peut lui appliquer ’hypothése de récurrence
pour obtenir une forme canonique. O

Une conséquence immédiate du lemme précédent est que pour tout dia-
gramme ¢ dans M, il existe ¢ diagramme de My en forme normale tel que

() = ¢.
Lemme 26. Le morphisme F' est injectif.

Démonstration. On considéere ¢ et 1 fonctions de M telles que F¢p = F.
Par le lemme 22, il existe un unique diagramme en forme canonique f dans
M tel que L(f) =F¢ = F.

Par le lemme précédent, il existe QAS (respectivement 1/3) antécédent en

forme canonique de ¢ (respectivement 1) par 7. L’unicité de f donne donc

Par conséquent, ¢ = 1, ce qui prouve 'injectivité de F. O



