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Introduction

» nombreux assistants de preuve aux formalismes différents :
CoQ), Isabelle

> projet européen proofcert

> objectif de ce stage : mieux comprendre les liens entre
logiques polarisées (contenu par rapport aux logiques non
polarisées)

> basé sur les travaux de Dale Miller et Chuck Liang

LK-——>1LJ

.

LKF <— LJF

Etude des traductions
a double négation dans
le cadre des systemes
de preuves avec focus

Introduction




Outline

Deux logiques polarisées : LKF et LJF

Etude des traductions
a double négation dans
le cadre des systemes
de preuves avec focus

Deux logiques
polarisées : LKF et
LJF




Etude des traductions

Quelques remarques d’'ordre général 3 doubl négation dans

le cadre des systemes
de preuves avec focus

» regle d'introduction réversible : connecteur négatif N
e logiques

regle d'introduction non-réversible : connecteur positif s

» dans LKF et LJF : polarité de la formule = polarité du
connecteur le plus haut

» phase asynchrone = phase de traitement des connecteurs
négatifs

> phase synchrone = phase de traitement des connecteurs
positif
choix faits dans la phase synchrone

» changement de notations par rapport a |'article original
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Decision, Reaction, Initial

FONN FP,OJP .

Foun Release PO, Focus/Decide N
}_ 67 C ﬂ r . L Ej::arisees: LKF et
W Store W Init (P ||tteral)

Connecteurs asynchrones

FOq4rA FONT,B  +O{IAB FONT.A
FeqrLAAN B "  Fe{rLAvV B O, VXA

Connecteurs synchrones

FOUA FOUB N Fo | A FoJl Alt/x]
FOJAA B A FO | A VA Fo | 3ixA
P positif, N negatif, C formule positive ou littéral négatif
© ensemble de formules positives et de littéraux négatifs
x non libre dans ©, I
séquents finaux de la forme : - . {} T.
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Forme des preuves dans LKF 3 doubl négation dans
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— init

polarisées : LKF et
LJF

———— Focus B s
FTyp. £

phase asyﬁchrone(ﬂ)

phase syn.chrone(ll)
N Focus

W Focus

F.to
deFTif.akT1 . : bipole
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Reégles de Decision et de Reaction
Deux logiques
NarU'N*)R r*%U«P r,P_>R, R r;.—>.;N R Elearisees:LKFet
LN,.—R. """ T,.-pP."" Ty{P=>R" rUnN
Cre—.R C,l;0 = R;. r;eHD;,S

rhe,C— R ! re,C—R;. ! rro—.p ™"

Reégles Initiales
——  [,, atomic P ——  [;, atomic N
P.T U P m ruN—n " oom
P positif, N négatif
C une formule négative ou un atome positif
D une formule positive ou un atome négatif.
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Reégles d’Introduction fa dir

ryA =R rhre—. ;A rnhe—.B
- AN L = AR
ryAAn AA—R rhe— . ;AN B T
re,AB— R re,AB—R;. e
n AL T AL
Nne,AANB—.,;R e,A N B—R;.
r-4A r—-|B
r—-JAA"B
rne,A—-. R Ioe,B—.;R Nne,A—-R;,. IN6,B—R;.
O,AVB = R VL ©,AVB R,
r—l A
r—| A VA
ro,A— ;R -1 0,A—=R;. r—J Alt/x]
e,iIyA— ;R e,iIyA — R;. M —{ IxA
ryAt/x] -+ R re—.A
ryVxA— R e — . VyA

AR

VR

VR

y non libre dans ', ©, ou R.




Résultats sur les logiques polarisées

Résultats donnés dans [2]

Théoreme
LKF est correcte et compléte par rapport a la logique classique.

Théoreme
LJF est correcte et compléte par rapport a la logique intuitioniste.
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Deux logiques
polarisées : LKF et

» Facon de forcer la polarité d'une formule L
» B, 9 B, 0" B logiquement équivalents

» Regles d'introduction

FO4T,B FOUT,B
FONT,0-B FOUT,0"B
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Traductions Double-négation
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Resultats généraux

» traduction de Kuroda : A, B formules du ler ordre

(B)X = ——(B)' avec

(P) = P (P atome)
(AnB) = (A) A (B)
(3x.B)' = 3Ix.(B)

» traduction de Godel-Gentzen

(P)¢¢ = ——P (P atome)
(AN B)®C = (A)°C A(B)°C
(3x.B)°¢ = ——3x.(B)*°

(=P) = =P (P atome)
(AV BY = (A) v (B)
(Vx.B) = Vx.——(B)’

. A, B formules du ler ordre
(=P)¢C¢ = —P (P atome)

(AV B)SS = = ((A)S v (B)°S
(Vx.B)C¢ = Vx.(B)¢¢

Etude des traductions
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MILLER
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Dans les logiques non
polarisées
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LK LJ

Travail effectué
(Ix B

LKF LJF
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» de LK vers LKF : (B)x = 97 (B)" avec

(ANBY' = (AY' A* (B)" (AV B)" = ()" v* (B)"
(3x.B)" = Ix.(B)"  (¥x.B)" = Vx.0"(B)"
(P)" = P (P atome positif) (=P)" = —(P)"

Travail effectué

» de LJ vers LJF :

ANB=AA"B AVB=AV*B
IxB=3xB Vx.B=VxB
P = P (P atome positif) “B=-B
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in LJF : in LKF :

—(AVT-A) A=A
=(AVT =A),A = AVT -A
—(AVT =A), Al =(AVT =A) — .
—(AVT SA) AL = .

~(AVT =A) A > . FOT(AVT —A),-A L A Travalefectué
~(AV' -A) A FOT(AVT —A), AL AVT —A
~(AVT =A); . = —A: . FOT(AVT —A), AL 0 (AVT —A)
~(AVT =A);. > . -A FOT(AVT —A), -A .
~(AVt =A) | -A Ot (AVT —A) ) A

~(AV*T =A) > AvT A Ot (AVT -A) | -A

—~(AVt —A) | ~(AVT —A) = . FOT(AVT —A) L AVT —A

~(AVT =A);. = .. FOT(AVT —A) L 0T (AVT -A)
oAV -A) FOT(AVT —A) 1 .

G AV SA) oot (AVT -A)
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Lemme

Soit une preuve dans LKF de t- . f} (¢)k-

Tout séquent de la forme - T(f} ou |})A est tel que T =U,N
avec :

» N ensemble d’'atomes niés

> U ensemble de formules retardées positivement dont (¢)k.

Travail effectué

Démonstration.
Vrai pour tous les séquents de la forme T (). :
» Restrictions d'utilisation de store : pas de formules négatives
autre que des atomes niés
» Besoin d'utiliser Release apres Store
Pour ¢a besoin d'une formule négative et unique connecteur
négatif autorisé : V
S'étend au reste de la preuve car partie sur laquelle ne porte pas le
focus ne peut que décroitre O
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Théoreme -
B démontrable dans LK < (B)k démontrable dans LKF < (B)X
démontrable dans LJF.

De plus, bijection entre les bipoles de la preuve dans LKF de (B)x
et les bipoles de la preuve dans LJF de (B)X.

Travail effectué
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Autres problemes considérés dans le
stage

» multifocus dans LJF

» traduction de Godel-Gentzen : gestion du V

cadre de ce
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Travaux en lien

shift

» sous-formules de la méme polarité que le connecteur supérieur
» opérateur shift pour changer de polarité

» d'abord regardé le lien entre LJ et les logiques polarisées avec
shift
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Travaux en lien

LC (Girard [1])

» tableau de polarités qui depend du connecteur et de la
polarité des sous-formules
> basé sur les espaces de corrélation

> basé sur la sémantique

Sémantique, Aspects catégoriques
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Merci pour votre attention

Des Questions ?

Conclusion
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